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1. For tidsdiskreta system ar linjaritet, tidsinvarians och ofta kausalitet viktiga. Forklara dessa

egenskaper
(3 poang)

For ett linjart system skall superposition vilket innebar att
bestar insignalen av flera delsignaler sa skall vi fa samma
resultat om vi summerar delsignalerna och skickar denna summa
genom systemet eller om vi skickar varje delsignal och
summerar utsignalerna 1 stallet. Det skall &ven galla att en
skalning av insignalen skall ge samma skalning av utsignalen

x[n] - yn] x[n]+x[n] = yi[n]+y,[n]

Xz[n] - yz[n] K'Xl[n] - K'yl[n]

Tidsinvarians innebar att sjalva tiden da insignalen ansluts
inte skall spela nagon roll. Sker det senare sa skall utsig-
nalen komma samma tid senare men se lika dan ut

xn-n,] > yln-n]

Kausalitet innebar att systemets differensekvation bara far
innehdalla insignaler fran nyvarande och tidigare tidpunkter
och utsignaler fran tidigare tidpunkter. Det far inte finnas
signaler i ekvation fran framtida tidpunkter

2. Ett digitalt system beskrivs av block-
schemat i Figur E2
a) Ar systemet stabilt?
b) Skissa systemets beloppsspektra Z
c) Bestam utsignalen fran systemet i
intervallet 0 < n <5 om systemets 4
insignal ges av {0,5; 0,3; -0,2; z' )
0,9; -04} dd 0<n<4och i
ovrigt ar noll (0)

An]-

', [

) ) (2+2+2 poang)  Figur E2 Systemets blockschema
a) Vi borjar med att ta
fram systemets differensekvation och far

y[n]=x[n]-0,3-x[n —1] - 1,08-x[n — 2] 1,06 y[n — 1] - 0,81- y[n — 2]
FOr att bestamma stabiliteten sa bestammer vi systemets

poler och nollstallen och far da borja med att teckna
overforingsfunktionen i z-planet och vi far

1+106-21+081.z2% z2+106-z+081

—_ . 71_ . 72 2— . —_
H(z) = 1-03-z77 -108-z z°-03-2-108
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Vi bestémmer nollstallena
z2-0,3-2-108=0

1,2
, =015+ ./0,15° +1,08 =015 +1,05 =
-09

Och polerna

722 +1,06-2+081=0

Z,,=-033+ 40,53 -0,81=-053+ j-0,727 = O,9<1126° = O,9<i 0,7-7 rad

Vi ser i Figur F2.1 att ett Am@)
nollstalle ligger innanfor en-
hetscirkeln medan det andra X
ligger utanfor enhetscirkeln.

Bada polerna ligger innanfor
enhetscirkeln. Villkoret for o
stabilitet ar att alla poler

ligger innanfor enhetscirkeln

dvs vart system ar stabilt. x

Be(z)

Figur F2.1 Pol/nollstéllesdiagram

b) Vi bestéammer beloppet genom att berakna
overforingsfunktionen for verkliga frekvenser, dvs pa en-
hetscirkeln. Detta blir ganska omfattande om vi skall gora
det noggrant. Vi gor det lite enklare genom att berakna
beloppet for bara nagra frekvenser. Det ar enkelt att be-

rakna for z=1, -1 och j dvs vid frekvenserna 0 Hz, E%:

och fsz- Vi ser ocksa att det hander mycket med beloppet

da vi passerar polen sa vi beraknar beloppet for denna
frekvens, dvs z=1(07-7. Vi far

1° -0,3-1-1,08
1 +1,06-1+ 0,81

HO)|=

‘ =0,1324

=0,2933

(-1)* -0,3-(-1)-1,08
A1) = ‘( 1)* +1,06-(-1)+ 0,81
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j2-03-j-108

MO =| 77 1061 01 2510
H(0,7-7) = (e.j.ojlﬂzz ~03{e"77)-108 | 4, o6y,
(7o ) +1,06-(1°77 )+ 0,81

Vi ritar beloppsspektra

Beloppsspektra

Belopp

0 0 IDG DI 1 0 II'S EI:' 1] I2'3 DIS 0 :35
MNormerad frekvens (relativt fs)

Ola 045 05
Figur F2.2 Beloppsspektra

c) Vi anvander tabell T6r att bestamma utsignalen

1 -03 | -1,08 | -0,81 | -1,06

n_| x[n] |x[n-1] | x[n-2] | y[n-2] | y[n-1] | y[n]
-1{0 0 0 0 0 0
0lo5 |0 0 0 0 05
1{03 (05 |0 0 05 -0,38
2]-02 (03 |05 |05 -0,38  |-0,8322
309 [-02 03 [-038 |-0,83221,8259
4]1-04 (09 |-02 [-0,83221,8259 |-1,7154
510 04 [09 18259 |-1,7154]-0,5127

Tabell F2.1 Systemets utsignal

3. Vi vill anvanda fourierserien for att skapa den tidsfoljd som genererar signalen som ar den
tidsdiskreta motsvarigheten till signalen

x(t)=sin(2 7-200-t)-1,4-cos(2 z-500-t)+ 0,8-cos(2 7 -4700-t)

Bestam fourierseriekoefficienterna ax och nédvandigt antal punkter i tidsfoljden om samp-
lingsfrekvensen ar 32 kHz

(4 poéng)
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Enligt fourierserien sa kan en periodisk signal beskrivas av
uttrycket

._2-7z-k»n

N-1 i
X[n]=>a,e ™
k=0

Dar N ar det antal punkter som behdvs for att beskriva en

period hos signalen och k anger de enskilda
frekvenskomponenterna som maste vara heltalsmultiplar av en

grundfrekvens som ges av uppldsningen A::{i.

Vi Ffar borja med att sampla signalen och bestamma nodvandigt
antal punkter for en period av signalen for att sedan be-
stamma de ingdende komponenterna.

Vi samplar signalen

x(t)=sin(2 7-200-t)—1,4-cos(2 7-500-t) + 0,8-cos(2 z-4700-t) —

— x[n]=sin(2 z-200-n-T)—-1,4-cos(2 z-500-n-T )+ 0,8-cos(2 7-4700-n-T )=

=sin| 2 - ZOfO-nJ —1,4-005[2 ﬁ-SO?.nJ + 0,8-008[2 7[-4720'nj =

S

S S

—sin| 2 200-n] —1,4-005[2 I 500-nj + 0,8-cos(2 ﬁ_4700-n] =

”'32000 32000 32000
:ﬁnznmﬂ——L¢a52ﬂ~1 +Q&w52nélﬂ::
160 64 320

=sin Zﬁ-kA'n —1,4-cos Zﬂ-kB'n +0,8-cos 27z-kc'n
N N N

Vi maste nu hitta de minsta heltalsvarden pa k,, k,, k. och

N som kan uppfylla detta. Vi ser att den sista termen har en
namnare som ar en heltalsmultipel av de bada andra namnarna
sa den borde vara en bra losning. Lat oss se

x[n]=sin 27z-ﬂ —1,4-cos 2ﬂ-5—n +0,8-cos 27r-47' n
320 320

320

Vi har alltsd hittat en ldsning med 320 punkter. Lat oss
skriva om uttrycket med Euler sa att vi kan identifiera mot
vart fourierserieuttryck
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: 2:n 5o 5 _ a7en a7

30 _g 127350 ej'z 320 4 g 127550 e,»z 320 _,_e*J'Z”' 2
e —

X[n]= N ~14- > +08- .

Vi ser att uttrycket innehaller termer som ar snarlika de
onskade men vi har en del termer med negativt index som iInte
finns 1 fourierserieuttrycket. Vi vet dock att det tids-
diskreta spektrat ar cykliskt, dvs vi kan ersatta negativa
varden pa k med N+k och index -2 ersatts av 320-2=318,
index -5 ersatts av 320-5=315 och index -47 ersatts av

320-47=273 och vi far om vi stuvar om termerna

1 j-2 2-n 47-n

P j.zﬁ.ﬂ i2x
xn]=—"-e ~ ® -07.e  ®4+04e N 4
2- ]
273-n j-2 315-n 1 i 7[}318-!’1

+04,ej'2”' 20 _(07.e T30 __ T e 320
b 1 2.j

Och vi kan identifiera vara fourierseriekoefficienter

a,=—-=-05-] a;, =—0,7 a,, =04

1 .
a,; =04 35 =—0,7 Agg = _Tj =05-]

. Fourierserien och fouriertransformen har snarlika egenskaper. Under vilka forutsattningar
anvander vi den ena eller den andra. Vilka skillnader far vi mellan de frekvensspektran
som de tva metoderna skapar?

(2 poang)
Fourierserien anvands for periodiska signaler och ger som re-
sultat ett frekvensspektra med diskreta frekvenskomponenter
som ar lika manga som det antal sampel som kravs for att
sampla en period av signalen.
Fouriertransformen anvands for aperiodiska, icke-periodiska
signaler och forutsatter ett oandligt antal sampel vilket i
praktiken naturligtvis ar omojligt varfor transformen egent-
ligen inte anvands for att analysera signaler utan for att
till exempel analysera systemegenskaper. Fouriertransformen
ger ett kontinuerligt frekvensspektra
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5. | en relativt lagkvalitativ digital 6verforing dversands bade tal och en synkroniseringston
med frekvensen 500 Hz via samma kanal. | mottagardndan separeras talet och tonen genom
att anvanda ett notchfilter respektive ett bandpassfilter. Bada filtren skall ha passbandsfor-
starkningen ett (1) och anvanda bandbredden 10 Hz. Samplingsfrekvensen &r 8 kHz. Di-
mensionera det filter som filtrerar fram synkroniseringstonen

(4 poang)
Vi skall skapa tva parallella fil-
ter, ett bandpassfilter for att ta A
fram synkroniseringstonen och ett
notchfilter Tor att ta fram talet.
Vi skapar det smala bandpassfiltret r
som tar fram synkroniseringstonen
genom att placera en pol néra en-
hetscirkeln vid den vinkel som mot- Z0,
svarar den aktuella frekvensen r

v

Q, :z.ﬁ.hzz.ﬂ.ﬂ: 7
f 8000 8

S

For att fa reella koefficienter i
var differensekvation sa maste vi f,

dessutom ha en komplexkonjugat pol.
Systemet bor lampligen har lika 4
manga nollstallen som poler sa vi fo \7d
infor daevn tva nollstallen. For att q
fa bra utslackning sa placerar vi
dessa vid frekvenserna noll (0) och
%%; och vi far Figur F5.1.
r=1-d

Polens radie ges ur ett grafiskt re-
sonemang som vi kan fa ur Figur Figur F5.2 Detaljbild
F5.2. Vid gransfrekvensen sa skall

forstarkningen ha sjunkit med J2 vilket ger att avstandet
fran polen till enhetscirkeln maste vara lika langt som den
stréacka efter enhetscirkeln som motsvarar halva bandbredden
och da cirkeln har radien ett (1) sad ar detta sammas sak som
Q, .
5 dar

g 5 10 T

T e
8000 400
dvs vi har radien

r=1-2e _1_ % _ 0996
2 800

Vi far uttrycket
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A (214D | 2 -1 -
Hep(z)= A (z-r-e' )-(z—r.e“"g")_A 22 —zr-(e)® ve ) yr?

727 -1 7% -1
7= A
z°—-1841-7 + 0,992

=A-
2° —7-2-r-cos(Q, )+ r

FOor att fa passbandsforstarkningen ett (1) s& far vi bestamma
forstarkningen vid filtrets mittfrekvens och kompensera for

denna

—[A. _ -

@’%)Z—l
e’ _1841.¢"% + 0092

(e f —1841.¢ 10,992

T . T
am(4j—1+1-am(4j
=2551-A

cos[”) — 1,841-005(”) +0,992 + j- sin[”j — 1,841~sin(”)
4 8 4 8

Dvs vi far dampa 255,1 ganger och far

A-

|H(Qo)|:

= A.

1

A=——=0,0039
255,1 . Sr‘nall bandp?ssﬁl‘ter meld ulsléicknirI]g
Dvs
osh Pass: andsf_drs;grskr;ing
2 utan dampning255.
H(z)=00030. % ~1
z°-1841-7 + 0,992 goer

som ger differensekvationen

Y[n] = 0,0039 X[n] — 0,0039 . X[n _ 2] + D2t Ill

+ 1,841' y[n - 1] - 0,992' y[n - 2] Normer:;frek\mns (rr;:lalivt fs) e '
Figur F5.3 Beloppspektra smalt bandpass
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6. Anvand bilinjar transform for att bestdamma differensekvationen for det tidsdiskreta filter
som uppfor sig som det analoga filtret med nedanstaende éverforingsfunktion. Samplings-
frekvensen ar 48 kHz

jr@-15
5.107°
V4

H(a))=

5-10°- 7 — 0+ jo

(5 poang)
Vi Far borja med att skriva om uttrycket s att vi kan iden-
tifiera det mot nagon standardform. Forstgradsuttryck i tal-
jaren och andragradsuttryck i namnaren antyder direkt nagon
form av bandpassfilter och vi kan prova att skriva om mot
standardformen for ett andragrads bandpassfilter med overfo-
ringsfunktionen

SREE
W, Q'a)o

LAt oss alltsd formulera om filteruttrycket

jr@-15
jrw-15 5.10° -7
Hlw)= 5.10°° o jo
5.10° -7 — o'+ e 1- o+
V4 10° -7 510° -7
jr@-15
05-510°.2.7

2 ]
1- ? + 1'2
5.10°-2-7 0,5-5:10°-2-7

Vi 1dentifierar

f, =5 kHz
Q=05
H,, =15

Overgangen till tidsdiskret system sker nu via
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-1
jo » —
z+1
W, — tan(&j
2
Vi har
f . Q :
QOZZ-ﬁ-—OZZ-ﬂ-ﬂ:lO—ﬁ — tan| = :tan(S—”jzo,SBQS:A
f, 48000 48 2 48
Och far
jo j-o
Q- Qo
H(a)):HPB 20 =Hpg - 20 -
1—(wJ + 1@ 1+(J COJ + I'®
Wy Q-w, Wy Q- o,
1 z-1
QA z+
— H(z)=H, : =
1z-1 1 z-1
Az+1 Q-Az+1
- 1@)
Q-A
— H(z)=H, ] 1 =
7+1 +—(z-1 +—(z-1)-(z+1
(241 + e =2 + a2+
i.(zz_l)
Q-A
=Fles 1 T 1
221+ —+— +2-z-(1—2j 1-—+—
Q-A QA A
_ H g ' 2? -1 _
1 1 1 1 1
All+ =+ = 1-— 1-—+
© [ Q-A AZJ 22 +2-2- A’ QA A
1 1
1+ —+— 1+ —+
Q-A A Q-A A
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H g 2? -1 B
11 1 11
Alldy —+— 1-— — At
Q [ Q'A AZJ 22+22 AZ Q.A A2
1 1 1 1
I+ —+— 1+—+—
. A Q-A A

=0,5676-

722 -1

z* - 0,9863-z + 0,2432

Vilket ger differensekvationen

Tidsdiskret BF ,n=2 f0=5000,0=0.5 Hpb=1.5

y[n]=0,5676-x[n] - 0,5676-x[n — 2] +

+ 0,9863-y[n —1] - 0,2432-y[n - 2]

Belopp

"
w10

Figur F6 Beloppspektra bandpassfilter
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Transformationer mellan s- och z-plan

z-1

jjo —
z+1

0w - tan(Qj K
2 S— p

Tabell 4.4 Den diskreta fourierseriens egenskaper

1-ePT.z71

Periodisk signal

Diskret fourierserie

Reell tidsfunktion

Egenskap eller operation
Transform X|n N-1 _j.2mkn
i a, =;-Zx[n]-e L
n=0
Invers transform N-1 j.2mkn a
xn]=Ya,e ™ ‘
k=0
Linjaritet A-x[n]+ B-x,[n] A-a, +B-b,
Tidsskift X[n — no] . 2mkeng
a, -e N
Differentiering x[n] - x[n —1] 2k
a, -(1—e N ]
Tidsintegration n a
ZX[k] a, = 0 ‘ 2.7k
k= l1-e N
F |t 1 N-1 . .
altning z x [m]-%, [ - m] N-a, -b,
m=0
Modulation %, [n]-x,[n] “ilam b
m=0
X[n] a, = aik

Digital signalbehandling
tentamen 27 augusti 2004
16sning
sida 12




Tabell 4.5 Den tidsdiskreta fouriertransformens egenskaper

Egenskap eller operation

Aperiodisk signal

Diskret fouriertransform

Transform

o0

X(Q)= > x[n]-e i

Invers transform

2-
Linearitet a-x,[n]+b-x,[n] a-X,(Q)+b-X,(Q)
Tidsskift x[n - no] X(Q)-e" Q:ng
Differentiering x[n] - x[n —1] X(Q)~{1 _e-i® }
Faltning xl[n]* X, [n] X1(Q)' Xz(Q)
Modulation x, [n]- x,[n] 1
il 5 2.j”xl(/l)-xz(g —2)-dA

Digital signalbehandling
tentamen 27 augusti 2004
16sning
sida 13




Tabell 4.6 Transformpar for den tidsdiskreta fouriertransformen

Rektangular puls

Végform Aperiodisk signal x[n] Spektrum X (Q)
lT S[n] 1
Impullsé‘)[n] =n
1[ I s[n—n,] i
| »
Tidsskiftad impulss[n-n] "
ﬁwww uln] L Yrs@-21k)
- 1-¢! K=—c
Enhetsstleg uln] Vn
1T a"-uln] |d <1 1
|ITT???> L-ae™
Exponentialfunktion n
| R x[n]=0 |n>m 2
n
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Tabell 4.7 Egenskaper hos den diskreta fouriertransformen (DFT)

Egenskap eller operation Signal DFT
Transf N-1
ransform x[n] X[k]= 3 x[n]w,e
n=0
O0<k<N-1
Invers transform 1 Nl e Xk
= LS X [k]
k=0
0<k<N-1
Linjaritet A-x[n]+ B-x,[n] A-X, [k]+ B-X,[K]
Tidsskift X[n — no] X[k]W,\TnO
Faltning N-1 X, k|- X, [k
S ) xalm -] k] X, [k]
m=0
Modulation Xl[n]'xz [n] 1 N-l
ﬁ'mz::oXJm] Xz[k - m]

Reell tidsfunktion x[n] X[k]= X"[-k]
Re(X [k])=Re(X[-k])
Im(X[k])=~1Im(X[-K])
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Tabell 5.1 z-transformens egenskaper

Egenskap eller operation Signal z-transform
Transform x[n] i [n]-2-"
=0
Invers transform n]= : 1 §X(z)-z”‘l d X(z)
T
Linjaritet a, - [n]+a, x,[n] a, - X,(z)+a,-X,(2)
Tidsskift x[n —ny]-uln = n, ] X(z)-27™

Differentiering

x[n] - x[n —1]

Tidsintegration " z
X e
2] (2)—
Faltning x, [n]*x,[n] X4(2)-X,(2)
Slutvérdesteorem Limit { x[n]} Limit{ z-1 X(z)}
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Tabell 5.2 z-transformpar

Vagform Signal x[n] Spektrum X (z) Nollstallen och
poler i z-planet

1 sn) 1

v

>

'y
enhets-
Impuls §[n] n cirkeln Re(2)

Im(z)
'y

) Re(z)

I =

Enhetssteg u[n] n

T { r[n] 7 klm(z)
1 | ? T T T I I I l » (Z - 1)2 dubbel-
Ramp r[n] n P, ) Re(@)
1I a"-u[n] z me
} I T T ? ? 9 9 0 o > Z - a
Exponentialfunktion n

>

A
\ N

Im(z)
'y

! L-a")-u[n] Cz(-a)
%HHHL 1 (-a)z-1

Exponentialfunktion n

Re(z)

AN A A |
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Tabell 5.2 fortsattning z-transformpar

Vagform Signal x[n] Spektrum X (z) Nollstallen och
poler i z-planet

1T cos(n-Q, )-un] z-[z - cos(Q,) ] m@
M 2? —2-7-c0s(Q,)+1

Re(2)

N

Im(z)
A

sin(n-Q, )-u[n] z-sin(Q,)

l%“h - 2> - 2-2-cos(Q,)+1

Re(2)

AN
NI

1 a"-sin(n-Q, )-u[n] a-z-sin(Q,)
ITHT» R 2’ —2-a-z-cos(Q,)+a’

Déampad sinus

Re(z)

s
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