Tillampad digital signalbehandling
Webintroduktion

Forord

Detta &r ett forsok att pa ett beskrivande och sammanfattande sétt beskriva kursens innehall.
Beskrivningen kommer att hélla sig pa en ganska ytlig niva och gér inte in pé detaljer, dessa
detaljer dr dock nodvéndiga for att klara av kursen sa det har materialet skall inte ses som en
erséttning for kursmaterialet utan mer som en sammanfattande introduktion.

Inget storre arbete dr nedlaggt pa sjdlva layouten, den ér direktgenererad fran Word, och det
gor att det dyker upp en del tomma avsnitt i texten 1 samband med bilder.

Arbete ér inte heller nedlagt pa att fa texten att fungera i olika weblésare.

Texten finns ocksd 1 en pdf-version for den som sa onskar.

Introduktion

Lat oss borja med att ringa in vart omrade och ge exempel pa nagra applikationer.

Vad menar vi med signalbehandling?

Vi ser signalbehandling som ett mycket brett begrepp och det kan i sin enklaste form
bara besta av att vi hanterar en signal utan att pa nagot sitt fordndra eller analysera den.
I de flesta fall gér vi dock ldngre och kan tinkas analysera signalen och till exempel
bestimma dess frekvensinnehdll. Resultatet av denna analys kan sedan bli att vi vill
fordndra signalen pa nagot sitt. Vi kanske till exempel vill ta bort (filtrera bort) en del
frekvenser ur signalen. I bdda fallen méste vi kunna gdra berdkningar pé signalen och da
madste vi borja med att hitta sitt att beskriva vér signal och vi méste dessutom kunna
beskriva funktionen och egenskaperna hos det signalbehandlingssystem vi anvéander for
analysen eller filtreringen.

Vi kan grovt dela in vér signalbehandling i tva delar

e Analys dér vi bestimmer nagon typ av egenskaper hos en signal eller ett system

e Paverkan dér vi pa ndgot sétt fordndrar en signal eller ett systems egenskaper. Det
kan exempelvis rora sig om filtrering av en signal eller kombination av flera
delsignaler

Vad innebar det att en signal ar digital?

Da vi studerar eller beskriver en signal sa har vi tva parametrar att ta hansyn till. Hur
skall vi beskriva signalens storlek och hur skall vi beskriva dess tidsforlopp? Bida
parametrarna kan vara kontinuerliga eller diskreta. For en kontinuerlig parameter géller
att den kan anta vilket virde som helst medan en diskret parameter bara kan anta
diskreta virden. For en digital signal géller att bdde tids- och storleksparametrarna &r
diskreta.



Tidsdiskret signal

For en tidsdiskret sgnal sé dr det tidsforloppet som &r diskretiserat och detta innebéar
dé att vi bara kdnner till signalens vérde vid diskreta tidpunkter. I de flesta fall &r
dessa tidpunkter jimnt fordelade i tiden, dvs vi kdnner signalens vérde till exempel
en gang i timmen, en gang i sekunden, en gang var tionde mikrosekund etc.

Fragan uppkommer da omedelbart: hur ofta miste vi kinna signalens vérde for att
var vérdeserie skall beskriva signalen pa ett tillrackligt noggrant sitt? Det kan till
exempel inte vara tillrdckligt att veta vér bils exakta position var tionde sekund om vi
4r ute och kor. D4 skulle vi nog inte klara av att folja vigen. Ar vi ddremot ute och
gdr sd kanske denna positionsbestdmning &r tillracklig.

I de sammanhang som é&r aktuella i denna kurs sé karakteriseras vara signaler bland
annat av sitt frekvensinnehéll och vi skall senare se att forutsdttningen for att vi skall
ha tillracklig information om var signal &r att tiden mellan tva tidpunkter dé vi
kénner signalens virde inte ér ldngre &n halva periodtiden hos den signalkomponent
som har kortast periodtid. Detta 4r det samma som att sdga att mithastigheten, den
frekvens med vilken vi kénner signalens vérde skall vara stérre én dubbla maximala
signalfrekvensen. Detta kallas samplingsvillkoret och &r ett fundamentalt villkor vid
tidsdiskret signalbehandling som vi aterkommer till.

Vi sa att signalens virde bara ér kénd (definierad) vid dessa diskreta tidpunkter men
uppfyller vi samplingsvillkoret sa kan inte en tidskontinuerlig signal som vi bara
studerar vid dessa diskreta tidpunter anta slumpmassiga viarden mellan tidpunkterna
utan vi kan utifrdn dessa tidsdiskreta virden aterskapa den tidskontinuerliga signalen.

Amplituddiskret signal

Har géller da pa samma sitt som for tidsforloppet att vi har diskreta viarden. Det
betyder da att signalens storlek bara kan anges som diskreta véirden, var
miétnoggrannhet #r inte bittre in si. Aven hir dr dessa nivéer oftast jimnt fordelade.
Vi kan till exempel bara ange en temperatur med hela gradtal (jimfor en termometer
som visar siffror och inte en kvicksilverstapel).

I de flesta fall kan inte signalstorleken vara vad som helst utan det finns ett
definitionsomrade for signalstorleken och det racker dé att dela upp detta intervall 1
nivder. For termometern skulle det sékert ricka med att kunna visa omridet minus 50
gradet till plus 50 grader om vi vill visa utomhustemperaturen i Goteborg.

Vi skall se lite mer pa detta da vi beskriver ett block for att omvandla en signal med
kontinuerlig storlek till en signal med diskret storlek, en s& kallad
analog/digitalomvandlare.

Exempel pa applikationsomraden

Lat oss se pa ett par exempel dér digital signalbehandling har fatt avgérande betydelse.

Ljud- och bildbehandling

Inom detta omrade ricker det egentligen att peka pa den klara kvaliteétsforbattring
som vi alla har upplevt da vi har overgétt fran att lyssna pa musik fran repiga
vinylskivor och brusiga kassettband dér signalen &r analogt lagrad till att i stillet
lyssna till CD-skivor dar informationen &r digitalt lagrad.

I CD-exemplet har vi inte gjort annat &n att Oversitta den analoga signalen till digital
form, vi har alltsé inte paverkat signalen mer an sa. Ser vi 1 stéllet pA modern
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ljudlagring och —6verforing via MP3-formatet sa dr ambitionen en annan. Hér &r vi
ute efter att reducera den mingd information som maéste lagras eller dverforas sa att
vi far plats med mer information respektive kan 6verfora informationen snabbare. I
det hér fallet méste vi ocksé ge oss pa att pdverka, manipulera signalen. Detta dr ett
avancerat forfarande som inte bara bygger pa vad som rent tekniskt ar mojligt utan
det bygger ocksé pa kinnedom om vara horselorgan sa att vi kan komma fram vilken
del av infomationen vi kan plocka bort eller dterge med mindre noggrannhet utan att
vi for den skull skall uppleva signalen som forvriangd.

I samband med bildbehandling ser vi liknande tankegéngar. Hur skall vi till exempel
hantera bildinformationen for att fa plats med en hel langfilm pa en DVD-skiva.
Aven hiir anviinder vi oss av kunskaper om véra sinnesorgan for att veta vad vi kan ta
bort eller minimera. I det hér fallet tar vi ocksa till andra knep. En film bestar av en
serie stillbilder som visas i snabb foljd sa att vi upplever rorelse men vi ser da till att
som att inte dverfora varje bild for sig utan vi dverfor 1 stillet bara information om
vad som har forandrats frén foregdende bild i foljden.

Mobiltelefoni

I modern mobiltelefoni, till exempel GSM, vimlar det av digital signalbehandling. Vi
anvéander pa liknande sitt som 1 MP3 signalbehandling for att reducera den mangd
information som maéste overforas for att talsignalen skall bli av acceptabel kvalité.

De flesta ha nog ocksa stott pa fall da vi kan hora vart eget tal som ett eko 1
telefonen. Vi anvénder dd digital signalbehandling for att slicka ut detta eko.
Eftersom vi far en ny uppkoppling varje gang vi ringer ett samtal s& ar inte
forhallandena likadana varje gang utan denna signalbehandling méste anpassa sig till
de aktiuella forhédllandena, vi séger att signalbehandlingen ar adaptiv.
Overforingsforhillandena #éndras alltsd mellan varje samtal och dven under samtalets
gang, speciellt om vi ror oss, och det gor att vi hela tiden anvénder digitala
signalbehandlingsmetoder for att fa en sa effektiv signaloverforing som mojligt.

Vi behdver ocksa metoder for att byta basstation da vi forflyttar oss fran en stations
tdckningsomrade till en annan stations tdckningsomrade. Dessa metoder bygger da
bland annat pd mitning av signalstyrka.

Egenskaper hos tidsdiskret
signalbehandling

Vi har nu tittat pd nigra grundbegrepp runt digital signalbehandling. Aven om denna tar
over allt storre del av signalbehandlingsmarknaden sé lever dock analog

signalbehandling kvar och det finns mer &n historiska skél till detta. Bada sfarerna har
sina fortjanster och vi kan se lite pa for- och nackdelarna hos digital signalbehandling.

Positiva egenskaper

Digital signalbehandling sker i form av matematiska berdkningar i en dator eller
nagon annan form av krets och inte som elektroniska forlopp i komponenter som
motstand och kondensatorer.. Detta gor att vi vet noggrannheten hos vara
berdkningar. Att behandlingen sker som en berékning goér ocksé att vi far samma
resultat gdng efter gang och i tva olika utrustningar som goér samma operation. Vi ir
alltsd inte beroende av toleranser hos komponentvirden eller fordndringar pa grund
av till exempel dndrade temperatur- eller fuktférhallanden.
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Vad vi har sagt innebér ocksa att vi har sma behov att trimma in var utrustning efter
dessa toleranser eller miljoforandringar.

Digitala system ger ofta stora mojligheter till att integrera var apparatur i enkla
elektroniska kapslar och dirmed minska deras storlek.

I ménga fall sker var signalbehandling i form av ett berdkningsprogram i nagon form
av dator. Detta gor att det dr latt att byta funktion hos var signalbehandling. Vi kan
enkelt fordndra enstaka parametrar 1 forloppet eller helt byta program och fa en helt
annan funktion. Flexibiliteten dr alltsd mycket storre dn i analoga system dér vi
kanske kan pdverka enstaka parametrar men inte kan byta funktion utan
omkonstruktion eller byte av funktionsblock.

Vi skall senare se att tidsdiskret signalbehandling ger oss mojligheter till forlopp som
ar omojliga eller mycket svéra att realisera pd analogt sitt. Det giller till exempel de
metoder for informationsreducering som vi ovan nimnde i samband med exemplen
pa ljud- och bildbehandling.

Vi skall inte heller bortse fran att en mycket stor del av vara moderna lagrings- och
Overforingsmetoder for signaler i sig dr digitala och da "kostar’ det kanske inte mer
an nagra extra rader programkod att samtidigt gora ndgon onskad manipulering av
signalen.

Negativa egenskaper

Vi ndmnde ovan att lite signalbehandling kanske bara kostar négra rader programkod
men detta forutsitter dd att vi har andra skél att ha en digital signal. I minga fall dr
vara signaler fran borjan analoga och vi vill att de fortfarande skall vara analoga efter
var signalbehandling. Har vi nu inga direkta skl till att i mellanledet gora signalen
digital s& kommer vi att drabbas av ganska stora initialkostnader. Vi méste ha
funktioner for att omvandla den analoga signalen till digital form fore
signalbehandlingen, vi maste ha funktioner for att gora signalbehandlingen (oftast en
dator eller nagon form av logisk krets) samt funktioner for att aterskapa den analoga
signalen efter signalbehandlingen. Det finns manga fall dar denna investering inte &r
motiverad.

I praktiken visar det sig ocksa att analoga funktioner dr anvindbara mycket hogre
upp 1 frekvens &n vad digitala funktioner dr. Det betyder till exempel att vi i de flesta
fall méste anvénda analog signalbehandling i sista sdndarsteget och forsta
mottagarsteget i in radio- eller telefonioverforing.

Alla funktioner for digital signal signalbehandling arbetar i grunden med bindra
signaler. Vara signaler representeras alltsa av ett antal ettor och nollor och antalet
ettor och nollor i ett virde méste med ndodvandighet vara begransat. Detta gor att
antalet steg hos var amplituddiskreta signal blir begrénsat och ddrmed begriansas
noggrannheten i vara berdkningar. [ manga system &r antalet bitar begrinsat till 8
eller 16 stycken vilket ger 256 respektive 65536 mojliga amplitudnivéer. Det senare
kan lata som mer an tillrdckligt men véra berdkningar ger 1 de flesta fall
avrundningsfel som gor att antalet sanna bitar och ddrmed antalet nivaer blir férre.

Grunder

Lat oss se pa ett antal grundbegrepp som géller de flesta av vara digitala system for att
sedan kommentera de olika blocken i systemet.
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Typiskt system

Vi borjar med att se pa ett typiskt system for att ta hand om en analog signal, géra om
denna till digital form, utféra nagon form av digital signalbehandling pé signalen och
sedan dterskapa den analoga signalen.

Samplings-
klocka
I
v v 2 v
Anti- Sample A/D- Diqitalt D/A- Utjam-

—» viknings- [ & H» omvand- S gtem —» omvand- [ nings- ———»
Analog filter hold lare y lare filter Analog
insignal ‘ utsignal

Minne

Figuren beskriver ett komplett system. I en del fall kan vi tdnka oss att plocka bort
delar. Vill vi analysera den analoga signalen sé kan det rdcka med att ta in signalen i det
digitala systemet, gora vara berdkningar och presentera resultatet. Vi har alltsa 1 detta
fall ingen anledning att &terskapa den analoga signalen och de tva sista blocken i kedjan
kan uteldmnas.

I andra fall, till exempel i en synt, s& kan det vara sé att vi skapar signalen pa digital vig
och vill omvandla den till en analog signal. I det fallet borjar signalen sitt liv i den
digitala vdrlden och de tre forsta blocken i figuren kan utelémnas.

Antivikningsfilter

Vi ndmnde tidigare samplingsvillkoret, dvs att samplingsfrekvensen maste vara
hogre dn dubbla maximala signalfrekvensen. Uppfylls inte detta s& far vi sa kallad
vikningsdistorsion (aliasing) vilket innebdr att frekvenser dver halva
samplingsfrekvensen kommer att tolkas som om de hade frekvenser lagre dn halva
samplingsfrekvensen. Intraffar detta sd finns det i det flesta fall ingen mgjlighet att
aterstélla signalen. Vi maste alltsd undvika detta och det gor vi genom att placera ett
filter pa systemets ingang och detta filter fir da bara sléppa igenom signaler med
frekvenser ldgre dn halva samplingsfrekvensen.

Sample and hold

Den analoga signalen skall omvandlas till sin digitala motsvarighet. Vi diskretiserar
da forst tiden genom att ta mitvirden med jimna tidsintervall, vi samplar signalen.
Den efterfoljande analog/digitalomvandlaren behover viss tid pé sig for att gora
omvandlingen och under denna tid bor vi hélla signalstorleken konstant.
Sammantaget har vi alltsa en s kallad samle and holdfunktion (S/H).

Analog/digitalomvandlare

Analog/digitalomvandlaren (A/D-omvandlare) skall omvandla den analoga signalens
(samplade) varde till ett digitalt ord, dvs ett antal bindra bitar. Vanlig logik séger att

vi med hjilp av B stycken binira bitar kan beskriva 2” olika nivder och vi delar
allts in vért arbetsomrade i 2” nivaer. Detta gor da att vi kan sérskilja
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N P . arbetsomrd det s storlek .
nivafordndringar som dr storre &n eller lika med A4 = . Vi

antal nivder

sager att vi har upplésningen A Vi ndmnde tidigare att enklare system ofta jobbar
med 8 eller 16 bitar vilket ger 256 respektive 65536 nivaer. Det dr ganska vanligt att
A/D-omvandlare har arbetsomradet £5 volt och detta ger da upplosningen 39 mV

respektive 153 pV.

Det storsta felet vi kan gora i en omvandling dr ett halvt steg och vi talar om
systemets signal/kvantiseringsbrusforhdllande (SQNR) som ofta berdknas i decibel.
Vi far ungefar

SONR = 6-antal bitar [dB]

som i 8 bitars fallet ger 48 dB och i 16 bitars fallet 96 dB.

Digitalt system

I centrum av vért system ligger det digitala systemet som utfor vér
signalbehandlingsrutin, till exempel filtrering eller signalanalys. Detta system bestar
av ndgon form av mikroprocessor eller ocksa ér det uppbyggt 1 hardvara. I det forsta
fallet brukar man skilja pd generella processorer som inte dr direkt avsedda for
signalbehandling och signalprocessorer som har funktionalitet som dr direkt anpassad
for signalbehandling. I hardvarufallet brukar vi skilja pa dedikerad elektronik som da
ar en fardig konstruktion som har skapats i en integrerad krets, oftast en sa kallad
ASIC-krets (Application Specific Integrated Circuit), och omprogrammerbar
elektronik i sa kallade FPGA-kretsar (Field Programmable Gate Array).

Minne

Ett signalbehandlingssystem &r knappast komplett utan ett minne. Detta behovs for
att mellanlagra berdkningsvarden och handlar det om att spela in ett forlopp, till
exempel underlaget for en CD, sa maste vi ha kapacitet for att lagra denna
information. Anvénder vi en dator for signalbehandlingen sa behdver vi dessutom
minnesplats for att lagra det signalbehandlingsprogram som kors.

Digital/analogomvandlare

Efter signalbehandlingen vill vi aterskapa den analoga signalen och detta sker via en
digital/analogomvandlare (D/A-omvandlare). Denna fungerar i princip omvént mot
A/D-omvandlaren, dvs den omvandlar de binéra orden till nivaer. Det dr virt att
lagga mérke till att det antal binéra bitar vi anvénder begrénsar antalet mojliga nivaer
pa samma sitt som hos A/D-omvandlaren. Den analoga utsignalen kan altsa inte anta
vilken niva som helst.

Utjamningsfilter
Att den analoga utsignalen fran D/A-omvandlaren bara kan anta ett antal diskreta

nivéer (trappsteg) gor att den genererade analoga signalen kommer att vara uppbyggd
som en trappstegsformad signal.
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Vi anvinder ett utjdmningsfilter for att ta bort dessa trappsteg. Trappstegen kommer
att upptrdda i takt med samplingsfrekvensen, dvs stegen i sig innehéller signaler med
samplingsfrekvensen och multiplar av denna. Vi minns fran samplingen att den
behandlade signalen bara far innehélla frekenser ldgre dn halva samplingsfrekvensen
och vi infor da ett utjdmningsfilter som bara sléapper igenom dessa lagre frekvenser.
Vi kan anvédnda samma typ av filter som vi anvénde som antivikningsfilter.

Det ar vart att lagga mérke till att bade antiviknings- och utjimningsfiltret anvénds
pa analoga signaler, dvs de maste vara analoga filter och inte digitala filter. Med
hjilp av sa kallad oversampling kan vi dock forenkla den analoga filtreringen och i
stéllet gora delar av denna digitalt.

Talrepresentation

For att kunna bedoma vilka resultat man far i digitala ssmmanhang sa ar det viktigt att
veta vilken talrepresentation som anvénds i datorn eller hirdvaran. De stora
huvudgrupperna ar heltal och decimaltal. I signalbehandlingssammanhang &r decimaltal
vanligast och hér kan vi sérskilja tva huvudtyper, flyttal och fixtal, som i sin tur har sina
underavdelningar.

Flyttal

Hiir beskrivs vara tal som mantissa-talbas“?°"" . Har vi stor exponent sa kan vi med

denna metod representation ett mycket stort talomréde. Representationen leder dock
till stora och langsamma konstruktioner.

Fixtal

Vid fixtalsrepresentation s& dr decimalpunktens placering fast, dvs vi har alltid lika
manga heltals- och decimalsiffror i vara tal. En vanlig variant av fixtal dr
fraktionella tal dir talens belopp alltid maste vara mindre an eller lika med ett, vi har
da en teckenbit och ett antal decimaler

Sampling, vikning

Vi har tidigare sagt att vi i tidsdiskreta system normalt sett maste uppfylla
samplingsvillkoret, dvs att den maximala signalfrekvensen inte far vara hogre én halva
samplingsfrekvensen. Uppfyller vi inte detta sa kommer vi att fa sa kallad
vikningsdistorsion dér signaler med frekvenser dver halva samplingsfrekvensen
kommer att ’vikas ner’ och uppfattas som om de har frekvenser ldgre &n halva
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samplingsfrekvenser. En signal med frekvensen f, 1 intervallet halva
samplingsfrekvensen till samplingsfrekvensen f, kommer att tolkas som om den hade
frekvensen f '= f, — f . Detta far den mirkliga effekten att dd vi hojer frekvensen hos

en signal 1 detta frekvensintervall sa kommer det att uppfattas som om frekvensen sjonk
och tvért om.

Typiska systemdata

Lat oss se pa data for nagra system som dr vdlkdnda fran kommunikationsvérlden.

applikation samplingsfrekvens ordlingd
Telefoni/GSM 8 kHz 8 bitar
CD 44,1 kHz 16 bitar
Digital bandspelare, DAT 48 kHz 16 bitar
Bittre ljudkort 44,1/48 kHz 20 bitar
Avancerad studio 96 kHz 24 bitar
Digital radio, DAB 48 kHz 18 bitar

Implementering

For att vara signalbehandlingsrutiner skall géra ndgon nytta s& miste de implementeras i
nagon form av system. Lat oss se pé ett antal alternativ.

Persondator

Vanliga persondatorer anvinds ritt ofta i1 signalbehandlingssammanhang, speciellt da
vi anvénder program for att editera vara signaler, till exempel program for
musikredigering. Dessa system blir ofta flexibla eftersom vi kan fa en effektiv miljo i
nagon grafisk miljé6 som Windows eller Linux. Persondatorer dr dock inte anpassade
for denna verksamet och signalbehandlingen blir inte optimal. Vi skall dock inte
forakta att vi hér har ett fardigt system som eventuellt behover kompletteras med ett
bra instickskort for att samla in och skicka ut signaler. Systemet kan ju ocksa
anvéandas for en méngd andra applikationer.

Mikrodatorer

I manga typer av inbyggda system finns redan en mikroprocessor och det dr da
vanligt att anvidnda denna dven for signalbehandlingsuppgifter. Vi har dven hér ett
system som inte dr optimerat for signalbehandling men det leder ju till att vi kan
anvianda samma processor for flera uppgifter. En del moderna mikroprocessorer har
dock fatt nya kommandon som &r anpassade for signalebehandling, dettta beror pa att
multimedia med olika typer av signalbehandling ofta ér en integrerad del av moderna
datorapplikationer.

Signalprocessor

En signalprocessor ar en typ av mikroprocessor som dr speciellt anpassad for att
utfora signalbehandlingsrutiner. Den har alltsd fatt en kommandouppséttning och
struktur som l&mpar sig for just detta, samtidigt har da kanske en del andra
funktioner som finns 1 andra processorer men som inte behovs eller dr sa viktiga for
just signalbehandling fétt stryka pa foten.
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Hardvara

Aven om en del moderna processorer har klockfrekvenser upp i gigahertzomréadet sa
tar varje berdkningsoperation ofta ett antal klockcykler och det gor att
berdkningshastigheten &r for 1ag for anvindning i system som arbetar upp emot
radiofrekvens. Har blir da i stéllet hardvaruldsningar intressanta. Vi realiserar alltsa
vara signalbehandlingsrutiner, inte i form av datorprogram utan i form av elektronik 1
hardvara. Vi kan hér identifiera tva huvudgrupper, dedikerad elektronik (ASIC) dar
den elektroniska funktionen dr fast uppbyggd i en elektronisk krets och
programmerbar logik (FPGA) dér vi kan byta funktion hos elektroniken. Bada
varianterna kan ge mycket snabba l6sningar men den forsta varianten &r naturligtvis
snabbast eftersom vi hir kan optimera elektroniken exakt efter den uppgift som skall
utforas, vi skall ju aldrig byta funktion. Denna 16sning blir dock mycket dyr om inte
kostnaden kan spridas ut dver ett stort antal kretsar. Den kan alltsa bara bli aktuell da
vi dr ute efter att massproducera utrustning.

Hur beskriva signaler och system?

Vi har nu berért de komponenter som kan ingd i véra digitala system och ordat lite om
analoga och digitala sgnaler. Hur skall vi nu hitta ett sprak for att beskriva vara signaler
och system? Beskrivningen bor vara sa utformad att vi kan anvédnda den for att hantera
vara signaler och system pad onskat sdtt och det leder till att vi far hitta ett matematiskt
beskrivningssitt.

I det analoga planet kan vi identifiera tre olika viktiga metoder att géra véra beskrivningar.
Vi har ett tidsplan dér vi kan beskriva vara signaler som tidsforlopp medan system
analyseras med hjilp av differntialekvationer. Denna bskrivning dr dock inte s& ldmplig om
vi vill studera en signals frekvensinnehall eller ett systems frekvensegenskaper utan vi far
dé overga till det sa kallade frekvensplanet dir vi anvander frekvensparametern j-@.i vara

beskrivningar. Vill vi i stéllet studera ett systems dynamiska egenskaper, till exempel dess
stabilitet sa far vi generalisera frekvensplanet och overga till Laplaceplanet (s-planet).

Pa motsvarande sitt kan vi beskriva vara digitala signaler och system i tre olika plan. Vi
har ett tidsplan dér signaler beskrivs som tidsdiskreta tidstérlopp medan system beskrivs
av differensekvationer. Vi har ett tidsdiskret frekvensplan som motsvarar det analoga
frekvensplanet om vi haller oss till frekvenser under halva signalfrekvensen, vi skall dock
se att vi kommer att fa ett upprepande frekvensspektra om vi fortsétter uppat i frekvens. En
foljd av detta &r att vi 1 var analys egentligen inte &r intresserade av absoluta frekvenser
utan i stillet av forhallandet mellan aktuella frekvenser och samplingsfrekvensen. Aven hiir
kan vi generalisera frekvensplanet och far dé det sé kallade z-planet. Precis som for
analoga signaler sa illustrerar de tre planen olika egnskaper hos véra signaler och system
och de ir inte alternativa plan utan de ger via sina olika egenskaper utdkad information om
véra signaler och system och ger ocksa olika verktyg att behandla signalerna och systemen.
I den efterfoljande texten sé skall vi titta lite ndrmare pé de tre planen och forst se vilken
information de kan ge om vara signaler och system, vi kommer att analysera signaler och
system. Vi kommer sedan att Gverga till att beskriva metoder for att behandla sigalerna, vi
kommer att bygga upp system for vér signalbehandling. I de flesta beskrivningar vi gor sa
kommer vi att skapa olika former av filter. Detta dr dock bara en delméingd av var totala
signalbehandlingsarsenal.

I den grundldggande analysen och syntesen sa kommer vi att betrakta signaler och system
som tidsdiskreta, vi kommer dock inte att ta hdnsyn till den begrdnsade noggrannhet som
var begransade ordlangd ger upphov till utan det gor vi efterat. Detta gor att det da kanske
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inte 4r mojligt att realisera dnskade funktioner med mélsystemets ordldngd och vi far gora
kompromisser 1 vér realisering.

Tidsplanet

Vi minns frn analoga bskrivningar att signaler och system brukar beskrivas av
tidsfunktioner som x(t) respektive A(t). Vi behover motsvarande beskrivningar. Vi har
tidigare sagt att vi hdr har samplade signaler och system dér deras vérden bara ar kdnda vid
diskreta tidpunkter givna av samplingsfrekvensen, 14t oss kalla denna frekvens for £ .

Tiden mellan tvé tidpunkter ddr vara signaler dr definierade gesdd av 7' =—, diar T &r

var samplingsperiod. Resonemanget gor att vi kan beskriva tidsférloppen som funktioner
med en uppriiknande tidsvariabel. Vi kan beskriva en signal som x[n-T], dir n da ar ett
heltal —oo <71 < oo . Eftersom samplingsperioden alltid kommer att ingé i véra tidsdiskreta
uttryck sa uteldmnar vi denna och skriver 1 stéllet forkortat x[n] Lagg marke till att vi
anvander hakparenteser runt var variabel i uttrycket for den tidsdiskreta signalen medan vi
anvinde vanliga parenteser i det tidskontinuerliga fallet. I fortsdttningen kommer vi att
anvinda vanliga parenteser for kontinuerliga forlopp och hakparenteser for diskreta forlopp
oberoende av aom vi ér 1 tids- eller frekvensplanet.

Virdet pa variabeln n avgor vi till stor del sjdlva, det dr inte frAga om absolut tid. Vi de
flesta fall sétter vi tiden till noll, dvs n =0, vid den tidpunkt d& vi borjar betrakta var
signal eller vart system.

Enkla signaler

For att studera egenskaper hos véra system sd kan det bra att ha nagra enkla signaler att
tillgd. Vi kan ocksa anvénda dessa grundelement for att bygga upp mer komplicerade
uttryck. Vi skall se pé nagra sddana enkla signaler.

Den enklaste signalen kallas for en impuls och betecknas &[n]. Denna signal har

egenskapen att ha vérdet ett vid tidpunkten noll medan den &r noll vid alla andra
tidpunkter. Impulsen kan anvéndas for att bygga upp alla andra tidsdiskreta signaler.
Den anvinds ocksd som testsignal. Om vi skickar in denna signal i ett system som
kommer utsignalen att bli det si kallade impulssvaret. Denna utsignal visar d& hur
systemet reagerar pa en kortvarig storning pd ingédngen och siger en hel del om ett
systems dynamiska egenskaper.

8[n]
1

n

En annan enkel signal ar ett steg eller enhetsteg som betecknas u[n] Denna signal har

egenskapen att den dr noll for alla tidpunkter fore tidpunkten noll for att sedan fran och
med denna tidpunkt vara ett. I praktiken kan en signal inte vara ett in i tidens
odndlighet, men den dr i alla fall ett sé ldnge som vi betraktar vart system.
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Aven denna signal anviinds som testsignal, vi far det s kallade stegsvaret och detta
beskriver da hur ett system reagerar dé vi plotsligt dndrar insignalen, till exempel hur
temperaturen dndras da vi dndrar 6nskad temperatur i ett klimatsystem fran 20 till 15
°C.

En annan enkel signal som inte ir lika ofta anvénd ar rampen. Denna betecknas r[n]
och ar noll for negativa tider for att sedan vara lika med » fran och med tiden noll.

n

En grundldggande men inte lika enkel signal &r sinusfunktionen som inte har nagon
egen beteckning men som beskrivs av uttrycket

Sin(2-7z-n-T+d7j:sin[2-7z- " +§DJ

0 0°Js

Dir T, ar signalens periodtid. Tiden dr inte nodvéndigtvis ett heltal, vi dterkommer
strax till detta 1 samband med periodiska signaler. @ ar signalens fasforskjutning och
faktorn gor att vi kan representera sinusformade signaler med alla olika faslégen, till
exempel cosinussignaler.

Vi har nu sett pd nigra grunsfunktioner. Hur gor vi nu om vi om vi vill ha ndgon av
grundfunktionerna men vi vill ha en annan storlek pa signalen eller om vi vill att
signalen skall ligga vid en annan tidpunkt?

Att dndra signalens storlek ar 1dtt det &r bara att multiplicera den med en konstant av
onskad storlek, grundfunktionerna har i sig storleken ett. Vi beskriver alltsa en impuls
med storleken 2,5 som 2,5-8[n]. Med en negativ konstant kan vi ocks géra var signal
negativ.

For att forflytta en signal i tid sd infor vi uttrycket x[n — no] som gor att signalen

forslyttas n, steg i tid. Ett positivt virde pd n, gor att signalen fordrdjs medan ett

negativt virde gor att signalen tidigareldggs. Signalen —3,6-u[n + 2] ar d en signal som
dr noll for tider fram till tiden —2, dér den far storleken —3,6 och den kommer sedan att
ligga kvar med denna storlek vid efterfoljande tider.

Periodisk signal

I signalsammanahang talar vi om periodiska oxh aperiodiska signaler.
En periodisk signal har ett upprepande forlopp, dvs da vi liter tiden ga sd kommer vi
med jimna intervall att aterfa en signal med samma tidsforlopp och tiden for ett
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uuprepande forlopp dr dé signalens periodtid. Vi kan identifiera tvé varianter. En
periodisk signal i storsta allménhet har en kurvform som ser lika dan ut i varje period
den behdver ddremot inte ha samplingspunkterna pd samma stéllen i olika perioder. En
strikt periodisk signal utméirks av att samplingspunkterna och dirmed samplingsvérdena
ar de samma 1 varje period, vi far till exempel en strikt periodisk sinussignal om 7 i
ovanstidende uttryck kan uttryckas som ett brak.

En aperiodisk signal & andra sidan har inget upprepande forlopp. Ett exempel kan vara
en vanlig talsignal.

Linjart, tidsinvariant

All grundldggande signalbehandling bygger pa att signaler och system ér linjdra och
tidsinvarianta. Vad betyder da det?

Ett system é&r linjdrt om vi kan tillimpa superposition, dvs om en A ganger si stor
insignal bara ger den fordndringen att utsignalen ocksa blir 4 ganger sa stor. Den skall
dessutom ha egenskapen att bestdr insignalen av en summa av flera insignaler sa kan vi
fa fram den totala utsignalen genom att berékna eller médta utsignalen for varje insignal
och sedan addera ihop dessa utsignaler till den totala utsignalen. Ett typiskt fall da
linjaritet inte langre géller &r da vi har for stor insignal sé att vart system bottnar.

Ett system é&r tidsinvariant om det inte spelar ndgon roll ndr i tiden vi applicerar en
insignal. Gor vi det lite senare i tid s skall enda fordndringen bli att utsignalen kommer
lika mycket senare. Utsignalens utseende skall inte foréndras.

Signalbeskrivning

Vi sag tidigare pa ett antal enkla grundsignaler och vi kan anviinda och kombinera dessa
for att beskriva mer komplicerade signaler. Det ir till exeempel alltid mdjligt att
beskriva en signal som en f6ljd av tidsskiftade och skalade impulser enligt

An]=K,-8[n—n]+ K, -8[n—n, |+ K, -8[n—n]+ K, -8[n—n, ]+

eller rent generellt

= YK, -s[n-n]

X =—-00

dar en del konstanter kan vara noll.

Differensekvation

Lat oss se hur vi kan beskriva véra tidsdiskreta system i form av en differensekvation.
Grundoperationer, addition, tidsskift,
skalning

Vi kan visa att for linjéra, tidsinvarianta system sd klarar vi oss med tre
grundoperationer for att beskriva vara system, dessa ar
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e summation for att summera delsignaler. Observera att vi for linjdra system inte
kan addera en konstant till vara signaler utan det maste vara en summation av
signaler

e skalning, dvs multiplikation av (del)signalen med en konstant

o tidsskift, dvs tidsforskjutning av signalen

Vi kan ocksé behova subtraktion men vi 16ser da denna som multiplikation med en
negativ konstant och summation.
Vi kommer att i uttryck av typen

y[n]=0,4-x[n + 2]+ 1,2-x[n] + 0,6-x[n — 3] - 0,24- y[n - 1]

Vi ser att utsignalen ( y[n]) byggs upp av tidsskiftade in- och utsignaler. Vad giller
insignalen sa ser vi att kan ha nuvarande insignal (x[n]), tidigare insignaler

(x[n - 3]) och kommande insignaler (x[n + 2]).

Vad giller utsignalen kan vi bara ha med tidigare utsignler( y[n - 1]). Vi héller ju pa

att bygga upp nuvarande utsignal sd den kan inte girna vara med och det faller lite pd
sin orimlighet att vi skulle ha med kommande utsignaler.

Kausalitet

Vi sag ovan hur var differensekvation kan innehalla tidigare, nuvarande och framtida
insignale. | ett realtidssystem, dvs ett system déir vi fortlopande samlar in insignaler
och genererar nya utsignaler sa kan vi inte girna kénna till framtida insignaler och
dessa fér inte vara med 1 ett sadant system. Ett system dér differensekvationen bara
innehaller nuvarande och tidigare insignaler samt tidigare utsignaler kallas for ett
kausalt system och dr mycket viktigt d& realtidssystem ar vanligt férekommande.

Transversellt, rekursivt

Vi kan dven gora en annan indelning i tva olika typer av system. Har vi ett system
som bara innehdller nuvarande och tidigare insignaler men inga tidigare utsignaler sa
kallas detta for ett transversellt system. Dé systemekvationen inte anvander sig av
systemets utsignaler sa finns det ingen aterkoppling i systemet och detta leder till att
ett sadant system aldrig kan bli instabilt. Ett sddant system kallas ocksa for ett FIR-
system (Finite Impulse Response). Vi skall senare se vad detta namn innebr.
Innehéller vart system tidigare utsignaler, dvs systemet har aterkoppling sa kallas
detta for ett rekursivt system och aterkopplingen gor da att en felaktig
dimensionering eller begrinsad ordldngd kan gora systemet instabilt. Sddana system
kallas ocksé for IIR-system (Infinite Impulse Response), dven detta aterkommer vi
till.

Orsaken till att rekursiva system forekommer trots risken for instabilitet &r att dessa
system kan dimensioneras for att paverka véra signaler mycket kraftigare dn vad
transversella system kan gora. En annan egenskap hos transversella system som ofta
ar efterstrivansvird &r att dessa system kan dimensioneras for linjdr fas, iven detta
ar nagot vi aterkommer till.
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Blockschema

Man brukar séga att en bild sdger mera &n tusen ord och det gor att det &r lattare att fa
grepp dver ett systems struktur om vi ritar vér differensekvation som ett blockschema.
Detta schema &r da uppbyggt av symboler for vara grundelement i deifferensekvationen,
dvs summation, skalning och tidskift.

Vi kan till exempel rita differensekvationen

y[n]=2-x[n]+ 08-x[n — 1]+ 0,26-x[n — 2]+ 0,.8- y[n — 1] - 0,41 y[n - 2]

som blockschemat

x[n] 2 ~yin]
‘ »
Z—1 Z—1
A 4 > B A 4
Z-1 Z-1
N P

I praktiken kan man bara rita vettiga blockscheman for kausala system. Det dr virt att
komma ihag att blockschemat bara dr en bild av vért system och inte beskriver dess
fysiska uppbyggnad. Differensekvationen realiseras ju i de flesta fall som nigra rader 1
ett dataprogram.

Systemegenskaper

For att kunna dimensioera vara digitala system sé racker det inte med
dimensioneringsregler. Vi maste ocksa ha metoder for att analysera systemets
egenskaper. Vi kan identifiera och tolka olika egenskaper 1 véra tre olika tidsdiskreta
plan (tidsplan, frekvensplan och z-plan). Lat oss for tillféllet koncentrera oss pé
tidplanet.

Impulssvar

Da vi beskrev impulsen som en grundsignal s& ndmnde vi att den kan anvindas for
att testa hur ett system reagerar pa en kort storning och att vi dé far det sa kallade
impulssvaret. Vi far da detta genom att berdkna systemets utsignal om systemet har
insignalen x[n] =0 [n] Vi kan naturligtvis dven méta pé fardiga system genom att
mita utsignalen om systemet fir denna insignal. Vad vi hir kan vinta oss dr att
systemmet efter en tid atergér till viloldget

h[n]

n

Ibland fér vi en insvingning runt viloléget innan systemet atergar till vila
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Metoden &r inte begrinsad till tidsdidkreta system utan &r lika vanlig for
tidskontinuerliga system, den &r till exempel vanlig da vi i akustiska sammanhang
vill méta ett rums efterklangstid, dvs den tid det tar f6r en signal att d6 ut 1 det
aktuella rummet. Efterklangstiden dr defenierad som den tid som det tar for ljudet
fran en impuls att sjunka med 60 dB.

Stegsvar

Vi sa ocksa tidigare att ett steg dr en annan anvéndbar testsignal. Vi dr i det fallet ute
efter att bestimma hur systemet reagerar pa en kvarstdende fordndring av insignalen
och vi har insignalen x[n]=u[n]. Det vi &r kan vinta oss brukar vara en stegvis

overgang till den nya utsignalen

y[n]

n

eller ocksa en insvingning mot det nya virdet innan resulatet stabiliserar sig

y[n]

Stabilitet

Vi sa nyss att impulsvsaret efter en tid bor aterga till vilotillstandet, dvs tillstdndet vi
hade fore storningen medan stegsvaret overgar till sin nya utsignal. Intréffar inte
detta utan vi far en kvarstdende svingning eller en signal som mer eller minde snabbt
vaxer och gar mot bottning sa har vi ett instabilt system, vilket inte ar onskvért.

Analys av ett enkelt system

Lat oss se hur ett mycket enkelt system kan uppfora sig. Det enklasts system vi kan
tinka oss dr formodligen ett system som bara adderar nuvarande sampel till
foregaende sampel, dvs

Mnl=fn]+ xln 1]

De tva samplen &r tidsfordrdjda i forhallande till varandra. Oberoende av

signalfrekvens ar denna tid lika med samplingsperioden 7 = L Lat oss fundera pa

N
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vad som hinder dé vi har olika signalfrekvenser. Vid lag frekvens &r fordrojningen
T kort i forhéllande till signalens periodtid och de tvd summerade signalerna ligger i
stort sett 1 fas, dvs de samverkar och ger ungefar dubbel amplitud. Da vi hojer
signalfrekvensen sd kommer fordrojningen att bli en allt storre del av signalperioden
och de tva delsignalerna kommer allt mer 1 ofas, dvs de kommer inte ldngre att
samverka s vél. S smaningom s& kommer fordrdjningen att bli lika med halva
periodtiden hos signalen och de tvé delsignalerna hamnar 1 motfas och slécker ut
varandra. Detta intréffar nér signalfrekvensen ar lika med halva
samplingsfrekvensen. Fortsétter vi att hoja signalfrekvensen, trots att vi da bryter mot
samlingsvillkoret, s4 kommer de tvéd delsignalerna att borja bli i fas igen och da vi
nar upp till att signalfrekvens och samplingsfrekvens sammanfaller s dr den ena
signalen precis en period fordrdjd och de tvé delsignalerna ligger i fas igen. Vi fér
alltsd samma forhallande som vid likspidnning. Vi kan konstatera att spektrat
upprepar sig, speglar sig d& vi kommer 6ver halva samplingsfrekvensen.
Sammanfattningsvis s& har vi i det tillatna frekvensomradet upp till halva
samplingsfrekvensen ett ldgpassfilter, dvs ett filter som slépper igenom laga
frekvenser battre 4n hoga frekvenser.

Ett enkelt system
T

051 B

o 1 1 I 1 1 I 1 I 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Normerad frekvens (relativt fs)

Virt lilla resonemang gor det uppenbart att vi far ett frekvensberoende hos systemet
och skulle vi bygga ut systemet med fler delsignaler med olika antal stegs
fordrojning och lagga till fordrojda, aterkopplade utsignaler samt skala de olika
termerna med olika (positiva eller negativa) konstanter sa skulle mdjligheterna att
styra frekvenseberoendet dka. Vi skall senare finna metoder for att gora detta.

Utsignal fran insignal

Vi har sett hur vi kan anvédnda speciella testsignaler for att studera vara systems
egenskaper. Nér vi sedan skall anvdnda vért system praktiskt si far vi ersitta
testsignalen med den verkliga insignalen och pd samma sétt berékna var utsignal steg
for steg. Har vi ett realtidssystem dér vi hela tiden hamtar in insignaler och genererar
utsignaler sé leder i1 de flesta fall varje nytt virde hos insignalen till berdkning av ett nytt
virde hos utsignalen. Det forekommer ocksa att berdkningen sker i block av sampel.

Faltning

I detta ssmmanhang talar vi om faltning, ett begrepp som brukar ses som
svarbegripligt och ser man bara definitionsekvationen
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Minl= S hlnlaln - k]= 3 xfu]- ki — k]

k=-o k=—m

sd ar det vl sa. Vi ser att ekvationen innehdller insignalen x[n] och systemets
impulssvar h[n] och vad vi gor ar helt enkelt att betrakta insignalen som en serie av

skalade och tidsskiftade impulser som var och en ger upphov till motsvarande
skalade och tidsskiftade impulssvar och enligt superpositionsprincipen sd kan vi
berdkna den totala utsignalen genom att tidpunkt for tidpunkt summera ihop de olika
impulssvaren.

I de flesta fall kan vi lika gidrna undvika detta betraktelsesitt och 1 stillet bara
anvinda var differensekvation for att berdkna utsignalen tidpunkt for tidpunkt.

Det kan dock forekomma fall da vi inte kidnner ett systems differensekvation utan vi
har bara mitt upp systemets impulssvar och dé kan metoden vara anvindbar.
Exempel pa detta ér att det pa senare tid har kommit ett antal hogkvalitativa
reverbenheter (efterklang) for musik dér man har uppmaétt impulssvaret
(efterklangen) i ett antal erként bra konsertlokaler och anvénder detta impulssvar for
att via faltning ge den inspelade musiken efterklang.

Det kan vara vért att ligga mérke till att det inte finns nagot som hindrar oss frén att
betrakta impulssvaret som en transversell differensekvation och behandla den som en
sadan. Ett impulssvar behover dock inte ha dndlig ldngd, det kan 1 princip pagé hur
lange som helst &ven om det maste gd mot noll och da sa sméningom forsvinner 1 var
ordldngds upplosning. Vi kan inse att om vi 1 ovanstidende exempel har en
konsertlokal med flera sekunders efterklangstid sé blir antalet berdkningar for varje
nytt utvdarde mycket stort.

Seriekoppling

Ibland seriekopplar vi system, det dr bland annat sa att en uppdelning i delsystem gor
systemen mindre kénsliga for avrundningsfel och andra effekter av begriansad
ordlangd. Hir far vi d4 anvinda insignalen x[n] for att berdkna det forsta systemets

utsignal y, [n] for att sedan anvidnda denna utsignal som insignal nér vi berdknar
utsignalen y, [n] frin det efterfoljande delsystemet och sa vidare

XN
IR $20 R BN

Parallellkoppling

Aven parallellkoppling av system forekommer och skilet 4r Aven hir ofta att minska
berdkningsfelen. Hér har alla delsystem samma insignal x[n] och vi far enligt
superpositionsprincipen den totala utsignalen genom att addera ihop de olika
delsystemens utsignaler tidpunkt for tidpunkt

- y,[n]
x[n] ? YiotlN]
h,In]
e QY Y
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Korrelation

En anvindbar médtmetod i tidsplanet &r korrelation dér vi pa olika sitt ar ute efter att
soka likheter mellan tvé signalers tidsfoljder. I de flesta fall fir vi tidsforskjuta den ena
signalen 1 forhéllande till den andra for att hitta likheterna.

Korskorrelation

Korskorrelatuion beskrivs av uttrycket

nalil= Yl xln -]

n=-—a

Har berdknar vi alltsd produkten mellan de tvd signalerna tidpunkt for tidpunkt och
summerar ihop produkterna. Vi gor berdkningen for olika tidsforskjutningar j
mellan de tva signalerna. Vi letar da efter ndgon tidfoskjutning dar summan blir stor,
vilket dé visar att vi dér har stor likhet mellan signalerna.

Metoden anvénds till exempel 1 radarsammanhang dér vi berdknar korskorrelationen
mellan den utséinda och den returnerade, reflekterade signalen. Den tidsforskjutning
som ger maximal korskorrelation kan dé& oversittas till avstandet till det foremél som
reflekterade radarsignalen.

Korskorrelation anvdnds ocksd i moderna mobiltelefonisammanhang dir vi anvander
CDMA (Code Division Multiple Access). | CDMA o6verfors olika samtal pd samma
barvidg men de dr modulerade (blandade) med olika digitala kodmdnster och vi
anvinder da korskorrelation med de kdinda kodmonstren for att fa fram de olikka
signalerna.

Autokorrelation

Autokorrelation ir en variant av korskorrelation dir vi jamfor en signal med sig sjalv

o0

Iy [J]: le [n]'xl [n _J]

n=-—o0

Detta kan synas konstigt d& vi naturligtvis fir bést Gverensstimmelse dé signalen
ligger ovanpa sig sjdlv, dvs da vi inte har négot tidskift i ekvationen. Detta dr sant
men dr signalen periodisk s kommer dven andra tidsskift, som motsvarar ett helt
antal perioder hos signalen, att ge ganska bra dverensstimmelse och vi kan anvinda
autokorrelation for att bestimma en signals period och dédrmed dess frekvensinnehall.
Metoden anvénds till exempel i bullerbekdmpning av maskiner dir signalens period
ger oss mdjlighet att koppla denna till rotationshastigheten hos olika komponenter i
maskinen och dirmed identifiera de delar som bullrar mest. Hér kan vi naturligtvis
dven anvinda analysmetoder 1 frekvensplanet som vi strax aterkommer till.

Frekvensplanet

Vi lamnar nu tidsplanet for att i stillet se pa signaler och systems egenskaper i
frekvensplanet. Vi borjar med ett par grundldggande begrepp.
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Periodisk signal

En signal ér, som vi nimnt tidigare, periodisk om den har ett upprepande forlopp. Hir
kan vi skilja pa tva olika varianter. Alla periodiska signaler har en upprepande
kurvform, det dr dock inte sdkert att vi har exakt samma samplingspunkter i varje
period.

Samplad strikt periodisk signal
T T T T T
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Samplad periodisk signal
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Tid

Skulle vi ha exakt samma samplingspunkter sa kallas signalen for strikt periodisk.
Resonemanget leder till att en signal kan ha en periodtid och en annan tid som &r den
strikta perioden. Den strikta perioden maste dock vara ett helt antal ’vanliga’ perioder.

Aperiodisk signal
En signal ar aperiodisk om dess tidsforlopp inte upprepar sig. Detta ar naturligtvis det

vanligaste &ven om en sddan signal kan innehalla periodiska element om vi betraktar
den under en kortare tid, till exempel tonerna i ett musikstycke.

Fourierserie

Fourierserien ir ett sitt att beskriva en periodisk signal 1 tidsplanet och den byggs di
upp med hjélp av fourierkoefficienter som kommer fran frekvensplanet. Hir maste vi
hantera en strikt periodisk signal.

Som vi har sagt s& har en periodisk signal en periodtid 7, och gér vi ldngre i tid s&

kommer det tidigare forloppet att upprepa sig. Detta betyder da att alla delar av signalen
maste upprepa sig under denna periodtid och det far som fo6ljd att vér signal hara kan
innehalla delsignaler som har samma periodtid som den totala signalens periodtid, dvs
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en grundton, och signaler som under denna grundperiodtid gor ett helt antal perioder,
dvs signaler vars frekvenser dr heltalsmultiplar av grundfrekvensen. Dessa senare
signaler sdgs di vara overtoner till grundtonen. Samtidigt vet vi att en tiddiskret signal
bara kan innehélla frekvenser upp till halva samplingsfrekvensen och detta leder da till
slutsatsen att en periodisk tidsdiskret signal kan bara innehalla ett begrdnsat antal
[frekvenskomponenter. Dessautom kan var signal innehélla en likspanningskomponent.
Samma grundresonemang giller i1 det tidskontinuerliga fallet men dér har vi ingen dvre
frekvensgrins varfor antalet frekvenskomonenter, i alla fall teoretiskt, kan vara oéndligt.
Vér fourierserie kan nu tecknas

. 2-mken

N-1 F
xn]= Zak-e N
k=0

diar N &r antalet sampel under en period av signalen. Det kan verka som om uttrycket

ger frekvenskomponenter dnda upp till frekvensen - f, men detta dr en skimér

som beror av att vi anvinder exponentialfunktioner och inte trigonometriska funktioner.
P4 motsvarande sitt far vi fourierkoefficienterna a, ur ekvationen

a, = x[n]-e N k=0,1.--,N-2,N -1

Aven hir far vi fourierkoefficienter for frekvenser dver halva samplingsfrekvensen men
dessa dr spegelkoefficienter som kommer att ha samma storlek som den koefficient som
ligger lika langt nedanfor halva samplingsfrekvensen som den aktuella koefficienten
ligger 6ver halva samplingsfrekvensen. De tva koefficienterna kommer dock att ha olika
tecken pa fasvinkeln, dvs

|aN—k| <aN—k = |ak| <_ak

Fouriertransform

Vi sa att fourierserien anvinds for periodiska signaler. For aperiodiska signaler s far vi
i stillet anvdnda fouriertransformen. Denna ger inte ett diskret antal
frekvenskomponenter utan ett kontinuerligt spektra X (Q), naturligtvis begriansat av
halva samplingsfrekvensen. Var frekvensvariabel (egentligen vinkelfrekvens) ar

normerad med avseende pa samplingsfrekvensen, dvs Q=2-7- S . Vi har

N

in]=— [x(Q)-¢’*"-d0

2.

dér da fourierseriens summa 6&vergér till en integral pa grund av det kontinuerliga
spektrat. Observera att integrationen sker over intervallet 2- 7, dvs hela

frekvensintervallet fran noll till samplingsfrekvensen.
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Vi far fourierspektrat som

o0

X(Q)= Zx[n}e_j'g'”

n=-—0o0

Forutom att beskriva signaler sa har fouriertransfomen sin stora anvidndning for att
bestimma frekvensegenskaperna hos ett tidsdiskret system.
Om vi till exampel tar den tidigare ekvationen

y[n]=2-x[n]+08-x[n — 1]+ 0,26-x[n — 2]+ 0.8-y[n — 1] - 0,41-y[n - 2]

s& kommer denna i frekvensplanet att ge

7(2)=2-X(2)+08-X(2)-e/ +026-X(Q)-e/? +-..

4 08-Y(2)e? —041-Y(Q)-e /2

Vi ser att vi har en vanlig algebraisk ekvation dér vi kan 16sa ut X(¢2) och Y(«2).
Y(@Q)[1-08-¢7? +041-e7 7 |= X(z)[2+08-¢7? —+026-¢ 7]

och vi kan via division f& éverforingsfunktionen i frekvensplanet

Y(Q) . 2+ 0,8-6*./'-(2 _ 0,26'67'/'0'2
X(Q2) 1-08-e7? +04l.e7 22

H(Q)=

Vi kan nu sétta in olika vdrden pa (2, dvs olika frekvenser, i uttrycket och berdkna
overforingsfunktionens belopp och fasvinkel, dvs systemets egenskaper i
frekvensplanet.

Jamforelse mellan fourierserie och
fouriertransform

Vi sag ovan att fourierserien kréver en periodisk signal och verkliga signaler &r séllan
periodiska och dven om de sa skulle vara sé dr det vél inte sékert att vi lyckas sampla
exakt en period av denna signal. Man kan sédga att vet vi att vi har exakt en period av var
signal sa vet vi redan signalens frekvensinnehall och da blir bestimmandet av
fourierseriens koefficienter lite meningslos. Fourierserien ir alltsé inte sa anvéndbar {or
att analysera verkliga signaler, den dr dock klart anviandbar for att skapa, syntetisera
signaler med Onskat frekvens- och fasinnehall.

Ser vi pa fouriertransformen 1 stéllet s& kraver berdkningen av spektrat att vi har
samplandeinav oéndligt manga sampel, vilket naturligtvis inte dr mojligt. Inte heller
fouriertransformen dr alltsa anviandbar for att analysera verkiga signaler.

Trots detta kan vi inte forneka att det borde finnas idé€er att ta till vara frén bade serie
och transform och det gor vi 1 DFT (Discrete Fourier Transform).
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Slutssats: DFT

Vi kan se DFT som framtagen antingen fran fourierserien eller fran fouriertransformen.
Om vi betraktar fourierserien sd minns vi att den kridvde en periodisk signal. Nu har vi
inte det i det allménna fallet, men vad hinder om vi 4nda antar att de N sampel av
signalen som vi har tagit dr en period?

Vi kan rikna med att vi inte lyckas starta och sluta sampelserien pd samma niva si att vi
far en mjuk overgang mellan *perioderna’ utan vi kommer att fa en abrupt 6vergang.
Samtidigt har vi ju signalfrekvenser som inte ligger vid fourierseriens

k , .
spektralkomponenter 2-7-—, vad hdnder med dessa? Det vore naturligt att anta att en

signal med en frekvens som ligger mellan komponenterna a, och q, ,, helt enkelt

skulle ge bidrag i dessa tva komponenter och det gor den ocksa men det ar tyvérr inte
hela sanningen. Signalen kommer dessutom att ge bidrag i ett antal ytterligare
foerierkoefficienter pa bada sidor om den verkliga frekvensen. Vi fér sa kallat lickage.

DFT k=8.4, N=50

Belopp

(=] N = 2] o
T T

0 =] 10 15 20 25
k

Utgér vi i stillet fran fouriertransformen sé har vi nu minskat antalet sampel frén
odndligt antal till N stycken sampel. Fouriertransformens oéndliga antal sampel gjorde
att avstandet mellan varje frekvenskomponent blev odndligt litet och vi fick ett
kontinuerligt spektra. Tar vi nu ett dndligt antal sampel s& minskar vi upplésningen och

far N stycken diskreta frekvenskomponenter X[k] vid frekvenserna 2-71-% ,

k=0,1,---, N -2, N —1. Vi kan sdga att vi samplar fourierspektrat.
Uttrycket for DFT:n blir nu

N-1 ; k

x[k]= S xfn)e TV k=01, N-2,N -1

n=0

och vi far tidsserien via den inversa DFT:n, IDFT som

L3

1 N-1 j2
x[n]=—‘ZX[k]-e N
N =

Viért resonemang ger att en DFT-berdkning bara ger ett korrekt resultat om vi skulle
raka sampla exakt en period av vér signal, men det ir inte s& sannolikt utan
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berdkningen blir en approximation. Ju fler sampel vi tar med 1 berdkningen ju bittre blir
approximationen .

Fonster

Vindmnde att vi i de flesta fall kommer att sampla ett intervall som ger abrupta
Overgangar mellan véra ’perioder’. Genom att dimpa de forsta och de sista samplen i
var f6ljd s& kommer vi att fa en dvergang som 1 stort sett ligger pd nollniva och
overgéngen blir ddrmed mjukare. Vi sdger att infor ett si kallat fonster.

Hanningfonster N=31
T T T T T T T

06 B

. ‘ _
0 R ‘ ‘ ‘ | Lo
40 1

20 -15 8] 15 20

-5 0 5
n

Det finns ménga olika varianter pad denna dampning i borjan och slutet av serien och
det finns ett antal olika fonster som till exempel Hamming-, Hanning- och
Blackmanfonster.

Rent allmént kan man inte sdga att ndgot fonster dr *bdst’ utan de har lite olika
egenskaper och det kan vara lampligt att gora flera analyser av signalen med olika
fonster for att fa fram olika egenskaper hos signalen.

Effekten av denna signalddmpning &r att lickaget inte nar s méinga
frekvenskomponenter pa var sida om den verkliga frekvensen. Vi far dock inget
gratis utan fonstren ger en mindre exakt analys 1 frekvensomradet runt
signalfrekvensen.

Ibland anvénder man begreppet fonster dven dé vi gér den vanliga DFT-berdkningen
och inte dimpar bdrjan och slutet av perioden. Vi har ju klippt ut N stycken sampel
ur den odndliga serien och detta kallas da {or ett rektanguldrt fonster.

FFT

Analys av DFT-berikningen visar att en berikning kriver ungefir N’
multiplikationer och lika manga additioner. Vill vi géra en noggrann berdkning, dvs
berdkna 6ver manga sampel, s& kommer berdkningen att ta lang tid.

Fast Fourier Transform (FFT) ér ett genomtinkt sétt att genomfora DFT-
berdkningen som gor att vi kan klara oss med féarre antal berdkningar.

Forutsittningen &r att antalet sampel &r en 2-potens, N =2". Vi far ungefir
N - *log(N) multiplikationer och additioner vilket ger stora berikningsvinster om

antalet sampel ar stort, 512 sampel ger till exempel 262.144 berdkningar i DFT-fallet
och 4.608 berdkningar 1 FFT-fallet.

Det &r vért att betona att FFT-berdkningen infe dr en approximation av DFT-
berdkningen utan vi far samma resultat i bada fallen. FFT-berdkningen &r bara ett
snabbarae sitt att genomfora berdkningen.
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z-planet

z-plnaet dr en generalisering av det tidsdiskrtea frekvensplanet pad motsvarande sétt som s-
planet (Laplaceplanet) dr en generaliseringav det tidskontinuerliga frekvensplanet.

Definition av z-transform

Vi definierar z-transformen som

Tolkning

Hur tolkar vi nu z-transformen? Vi kan ur definitionen se att tidskift motsvarar
multiplikation med z“** | tidigareldggning ger plustecken pa exponenten medan
fordrojning ger minustecken. Det hér betyder dé att en signal x[n] har samma z-

transform X (z) som den tidsskiftade signalen x[n — k|, med den skillnaden att den

senare ocks4 far en exponent i z s att vi dér har X(z)-z7*.
Har vi nu sammadifferensekvation som vi anvénde i frekvensplanet, dvs

y[n]=2-x[n]+ 08-x[n = 1]+ 0,26-x[n — 2]+ 0,.8- y[n — 1] - 0,41-y[n - 2]

s& kommer denna i z-planet att ge

Y(z)=2-X(z)+ 08 X(z)- 2" +026-X(z)-z > +08-Y(z)-z' —041-Y(z)-z>
Dir vi nu kan 16sa ut X(z) och Y(z).och fa éverforingsfunktionen i z-planet

Y(z) 2+082z"'+026-z7 _1+04-z7" +013-27
H(Z):X( = 1 o5 =2 2 -
z) 1-08z"'+04lz 1-08-z7"' +0,41-z

Frekvens i z-planet

JAmfor vi ovanstiende dverforingsfunktion i z-planet med dverforingsfunktionen i
frekvensplanet sd ser vi att vi har samma uttryck forutom att e/ ir ersatt med
ek T =1(- -k sa kan vi dra slutsatsen att

z % Eftersom e =1l-e

frekvensplanets frekvenser ligger pd en cirkel med radien ett runt origo i z-planet. z-
planet dr alltsd en generalisering av frekvensplanet.

Poler och nollstallen

Vi kan identifiera poler och nollstiillen i z-planet. Detta &r punkter i z-planet dér vart
uttryck blir odndligt stort respektive noll. Att utttycket blir odndligt stort innebér i
praktiken att dess nimnare dr noll medan det blir noll om téljaren ar noll. Vi har till
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exempel for ovanstdende uttryck nollstéllena z, = —0,2 = j-0,3 och polerna
z, =04+ j-05

Im(z)
nollstalle 4
pol
X
(@)
Re(2)
(@)
X

Komplexa poler och nollstdllen upptrader alltid i komplexkonjugata par.
Vi kan dra slutsatsen att vi inte fir ha poler pd enhetscirkeln eftersom detta skulle ge
en odndlig overforingsfunktion och ddrmed bottning for ndgon frekvens.

Poler och nollstallens inverkan

Da vi vill bestimma frekvensberoendet sa ror vi oss alltsa utefter enhetscirkeln i z-
planet och vinkelomradet noll till pi, dvs 6vre halvplanet, vilket motsvararar vara
tilldtna frekvenser, dvs noll till halva samplingsfrekvensen. Har vi nu ett nollstille
ndra enhetscirkeln s& kommer tiljaren 1 6verforingsfunktionen att bli liten vid de
frekvenser som ligger vid den vinkel dér nollstéllet finns och ddirmed kommer
overforingsfunktionen att bli liten for dessa frekvenser, dvs vi far en dal i
beloppskurvan. Skulle nollstillet ligga pa enhetscirkeln sa far vi total utsldckning vid
denna frekvens.

Motsvarande resonemang ger att nimnaren blir liten da vi befinner oss néra en pol i
z-planet och for dessa frekvenser kommer da 6verforingsfunktionen att bli stor och vi
far en topp 1 Overforingsfunktionens belopp. Ju ndrmare enhetscirkeln nollstélle
respektive pol ligger ju markantare blir dalen respektive toppen.

Vi kan ocksé inse att den inverkan vi har i ndmnaren ger kraftigare resultat &n vad
motsvarande inverkan i tiljaren ger, detta betyder att poler har stérre inverkan pé
beloppskurvan én vad nollstéllen har. Gér vi bakvigen till differensekvationen sa ser
vi att nollstédllen hiarstammar fran transversella termer medan poler hdrstammar fran
rekursiva termer. Slutsatsen blir att rekursiva system kan ge kraftigare inverkan pé
vara signaler dn vad transversella system kan.

Stabilitet

Vara system maéste vara stabila och studium av poler och nollstéllens placering i z-
planet ger att ett stabilt system mdste ha alla poler innanfér enhetscirkeln medan
nollstdllenas placering i forhdllande till enhetscirkeln inte spelar ndgon roll for
stabiliteten.

Exempel

Lat oss ta ett par enkla exempel som visar hur vi kan anvénda pol/nollstdllesplacering
for att fa tidsdiskreta system med markant inverkan pa véra signaler. Exemplen ger,
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trots sin enkelhet, kraftig inverkan pé frekvensspektrat och skulle inte p& nagot enkelt
sdtt kunna astadkommas i ett analogt system.

Smalt bandpassfilter

Vi sa ovan att en pol néra enhetscirkeln gav en topp 1 vart beloppsspektra. Vi kan
skapa ett enkelt bandpassfilter som bara slédpper igenom ett smalt frekvensomrade
genom att placera en pol néra enhetscirkeln vid den vinkel (2, som motsvarar den

frekvens f, vid vilken vi vill ha en toppen. Ju ndrmare enhetscirkeln vi placerar

polen ju hogre blir toppen och ju smalare blir filtrets bandbredd. Lat oss kallas polens
radie 7. Vill vi ha toppen vid ndgon annan frekvens dn noll och halva
samplingsfrekvensen sa maste polen vara komplex och dd maste den kompletteras
med sitt komplexkonjugat. Placerar vi véra nollstillen i origo s& kommer dessa inte
att inverka pa frekvensegenskaperna. Vi infor en forstarkningsfaktor 4, for att
kunna korrigera passbandsforstirkningen. Utan denna faktor blir

passbandsforstarkningen for detta system alltid storre n ett.
Vi far

Dubbelt
nollstalle

Smalt bandpassfilter

o
o
2 25 J
L5
=a]
20 B
15| .
10} .
5_ -
OO 065 OI1 0115 02 025 OIS O(‘ES 0‘4 0215 05
Normerad frekvens (relativi fs)
(z-0)-(z-0) z°
H(z)=H : —=H,- =
p J2 jQ, pb 2 2
z—r-e z—r-e z°=2-r-z-cos(£2,)+r
1

—H
P 1=2-rz7" cos(2,)+ r? -z
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som ger differensekvationen

y[n]:Hpb -x[n]+ 2-r-c0s(.(20)-y[n - 1]— r? -y[n - 2]

Notchfilter

Andrar vi ovanstiende system genom att flytta ut nollstillena frin origo och i stillet
placera dem pé enhetscirkeln vid samma vinklar som polerna befinner sig sa kommer
systemets frekvensegenskaper att drastiskt fordndras och vi far i stillet ett smalt
bandsparrfilter, ett sa kallat notchfilter.

[
>

\ 4

MNotchfilter

081 B

Belopp

04 b

02f b

o I 1 I I I 1 I I 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Normerad frekvens (relativi fs)

Vi far overforingsfunktionen

H( )—H 1—2~z_l-cos(_(20)+z_2

z)= .
b - _
P 1=-2rz l-cos(_QO)+ rtez?

Systemstrukturer

Da vi vill realisera ett lite mer komplext system, till exempel ett system som har en
overforingsfunktion av hogre gradtal (ménga fordrojningssteg) sa kan vi gora detta pa lite
olika sitt. Det rattframma sdttet ar naturligtvis att realisera systemets differensekvation
som den dr men det hoga gradtalet gor att systemet létt drabbas av avrundningsfel pa grund
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av den begriansade ordldngden och vi far battre resultat om vi delar upp systemet i serie-
eller parallellkopplade sektioner.

Direktform och kanonisk form

Aven da vi realiserar systemet som det #r si kan vi vilja att ordna de olika elementen
lite olika och vi brukar tala om direkt form och kanonisk form. Den senare formen ger
minst antal minneselement i realiseringen.

Tar vi ett andragradssystem som exempel sd har vi differensekvationen

y[n]: t, -x[n]+ t -x[n - 1]+ t, -x[n — 2]+ 7 -y[n — 1]+ v, ~y[n - 2]

som kan illustreras med blockschemat

x[n]

Om vi omformar blockschemat till kanonisk form si far vi

x[n] ° y[n]

\ 4

A
\ 4

*—
A 4

A

Detta system kan inte realiseras som en enda differensekvation utan vi fér realisera ett
system av differensekvationer enligt

gln]=r-gln 1]+ r,-g[n - 2]

y[n]=t,-qln]+ q,-x[n = 1]+ g, -x[n - 2]

Biquad

Ovanstaende andragradsléank brukar kallas for en biquadlink och denna anviands som
byggblock for att realisera mer komplicerade system.

sida 28



Seriekoppling
Vid seriekoppling av system sa seriekopplar vi biquadldnkar och utsignalen fran en lank
blir d4 insignal till nésta lank. Skulle vart system ha udda gradtal (udda potens av z) sa

far en lank vara en forstagradslénk.

L bo 20 yin]

x[n]

Parallellkoppling

Aven hir anviinder vi biquadlinkar som dock fir lite anorlunda utseende jimfort med
seriekopplingsfallet, tiljaren far bara gradtal ett. Hér har alla ldnkar samma insignal och
den totala utsignalen skapas som summan av delsystemens utsignaler.

x[n]

Filterbegrepp

Vi har i den tidigara texten snuddat vid en del filterbegrepp som gransfrekvens,
passbandsforstiarkning och lagpassfilter. Lat oss sammanstélla ett antalav dessa begrepp.

Filtertyper

Vi brukar skilja pa fyra olika filtertyper vars egenskaper kan uttydas ur deras namn. Vi
tar dessa grundtypers ideala egenskaper forst, dessa ideala egenskaper gar dock inte att

realisera i verkligheten utan vi fir gora approximationer.
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Ett lagpassfilter later signaler med frekvens upp till nagon frekvens passera medan
frekvenser 6ver denna frekvens spérras.

IHl 5
1

»
»

fg frekvens f

Ett hogpassfilter 1ater i stillet signaler med frekvens dver nagon frekvens passera
medan signaler med frekvens under denna frekvens sparras.

Lal
1 S

fg frekvens f

Ett bandpassfilter slipper igenom signaler med frekvenser mellan ndgon undre och
nagon Ovre frekvens medan Ovriga signaler spérras.
HI
1

|-
Ll

f, f,  frekvens f

Ett bandspiirrfilter slapper igenom signaler med frekvens under ndgon undre frekvens
eller med frekvenser 6ver nagon dvre frekvens. Signaler med frekvenser 1 intervallet
déremellan spirras.

IH o
« L

f, fs  frekvens f

Det som dr idealt 1 detta resonemang &r att vi kan inte forvénta oss att dvergangen
mellan det band dér signalerna slipper igenom (passbandet) och bandet dér de sparras
(sparrbandet) dr odndligt brant utan vi far ett dvergdngsband.
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el
Gransfrekvens fg

pb
H,-3 dB

.
P

frekvens f

Bandbredd B

Samtidigt kan vi inte forvinta oss att signalera i sparrbandet dimpas ut fullstdndigt
eloler att vi far en rét, horisontell linje 1 passbandet.

Grundbegrepp

Den frekvens som skiljer passband fran sparrband kallas grinsfrekvens, har vi
bandpass- eller sparrbandsfilter sa har vi tvd grinsfrekvenser, en undre griinsfrekvens
och en dvre grinsfrekvens. 1 praktiken har vi en gradvis 6vergang mellan pass-och
sparrband och vi méste definiera vilken punkt vi betraktar som systemets griansfrekvens.
Denna frekvens definieras som den punkt dér forstirkningen har sjunkit till

%ﬁ ~ (0,707 av nivan i passbandet, denna niva motasvarar en sinkning med 3 dB om

vi anvénder decibelskala.

I de flesta fall 6kar brantheten hos dvergangen mellan pass-och sparrband med filtrets
gradtal.

Rent idealt dr grundfiltren saddana att signaler i passbandet passerar opaverkade, dvs de
ar varken forstirkta eller dimpade. I praktiken infor vi ofta en sddan faktor. Faktorn
kallas passbandsforstirkning oberoende av om den ér storre 4n, lika med eller mindre
an ett.

Linjar fas

Ett system som péverkar signalers frekvensegenskaper péverkar i de flesta fall inte bara
signalernas storlek utan dven deras fasvridning. Ett system dér fasvridningen ar linjart
beroende av frekvensen sigs ha linjér fasvridning. Sett pa ett annat sitt betyder detta att
alla signaler som passerar systemet kommer, oberoende av frekvens, att lika stor
fordrojning och eventuella fasforskjutningar mellan komponenter i insignalen kvarstar i
utsignalen. Detta &r ofta en efterstrdvansvérd egenskap och den kan inte uppnas med
analoga system. Med tidsdiskreta system kan vi realisera detta men da maste vi hélla oss
till transversella system men dessa har som vi ndmnt en mindre inverkan pa
frekvenskurvan dn vad rekursiva system har.
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Tre toner ur fyrkantvag

15 T T T T

Tre toner ur fyrkantvag faslinjart LP fg=1

Tre toner ur fyrkantvag, fasclinjart LP fg=1
15 T T T T T T T T T

0 01 0z 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1

Det dr inte alla som héller med om att olinjar fas ar ett problem. I hifikretsar har detta
ofta varit ett hett diskuterat &mne.

Transversella filter

Vi skall nu borja titta pd metoder for att skapa filter, dvs system dir vi onskar styra ett
systems frekvensegenskaper pa ndgot sitt. Vi borjar med transversella filter, dvs system
som bara innehéller tidsskiftade varianter av insignalen och ingen aterkoppling. Vi skall
ndstan uteslutande se pa kausala system.

Impulssvaret for ett transversellt system tar slut, dvs det dr begrénsat i tid och dérfor kallas
dessa filter ocksa FIR-filter (Finite Impulse Response).
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Transversellt eko

Det enklaste transversella filtret dr vél ett eko, dvs ett system dér vi har en direkt signal
medan vi fordrojer och eventuellt skalar en kopia av denna signal och sedan summerar
thop de tva. Vi har

yl[n]=x[n]+ 4-x[n - k]

x[n] )

R

Betraktar vi systemet som ett eko s tinker vi kanske bara i tidsplanet och tinker inte pa
att vi ocksé introducerar ett frekvensberoende. Vi sag redan tidigare pa detta system da
konstanten var ett och vi hade bara ett fordrojningssteg.

Vi kan genomfora samma resonemang i detta lite mer allménna fall och fér da till
exempel om 4 =0,5 och k=8

Transversellt eko k=8 A=0.5

1 I 1 I I 1 I 1
o 0.05 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Normerad frekvens (relativt fs)

Transversellt kamfilter

I ovanstaende system véxer antalet toppar och dalar med fordrdjningen & och systemet
brukar kallas for ett kamfilter.

Medelvardesbildande filter

I ett medelvardesbildande filter tar vi inte bara med den direkta signalen och en nagra
steg fordrojd signal utan tar dessutom med alla mellanliggande fordréjningar och delar
allt ihop med antalet termer, dvs

N -1

)= Yl - 4]

k=0

Ett medelvérde tar inte hinsyn till snabba fordndringar hos en signal och det &r vél inte
direkt konstigt att vi hér har en typ av lagpassfilter. Ju fler sampel vi tar med 1
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medelvirdet ju lagre gransfrekvens far filtret. Figuren visar som exempel ett
medelvirdesbildande filter med 8 termer.

Medelvardesbildande filter N=8

08l

02F

1 I 1
u} 005 01 015

I 1 I I
02 0.25 03 0.35 04 0.45 05

Normerad frekvens (relativt fs)

Invers fouriertransform

Vi har tidigare sett hur vi via invers fouriertransform kan fa fram ett systems
tidsfunktion, dvs dess impulsvar. Vi kan litt inse att termerna i impulssvaret och
konstanterna i motsvarande transversella filter &r de samma och darfor bor det ga att
anvénda invers fouriertransform for att dimensionera filter. Vi hade

)= [ x(Q)-¢"*"-d0
2

2-

dar vi kan sitta in den 6nskade filterkurvan i stillet for X(¢2). Rent allmént r nu detta

en komplex, frekvensberoende funktion som kan vara svar att integrera men haller vi
oss till enkla grundfilter s& gir det bra. Har vi till exempel ett idealt 1agpassfilter sa skall
ju alla signaler upp till ndgon frekvens slippa igenom, eventuellt skalade med nédgon
passbandsforstirkning, for att for hogre frekvenser ge total utddmpning. Var funktion &r
alltsa 1 detta fall bara en konstant som 1 tva separata intervall har tva viarden och
integralen blir enkel. Vi far om passbandsforstérkningen &r H ,, och gransfrekvensen dr

Je

h[n]= h-sin (.Qg n)

w-n

Ett problem &r att den inversa fouriertransformen bara ger korrekt resultat om vi ta med
odndligt manga termer i impulssvaret och vi kan naturligtvis inte ha ett filter med
odndligt manga termer. Vi véljer att ta med férre termer och far dé ingen ideal kurva
men vi kan i alla fall f4 ndgot som liknar den dnskade kurvan och ju fler termer vi tar
med ju ndrmare idealet kommer vi sa det dr en avviagning mellan filterkurvans
korrekthet och berdkningshastigheten.

Vi skall alltsé ta med N stycken termer. For att f4 korrekt filterform maste vart dndliga
koefficientantal bestd av symmetriska termer, dvs vi far berdkna termer for
n=0,%1,+£2---. Detta leder till att vi fir ha udda antal termer. Det gar dven att ha jamnt

antal termer men vi gér inte in pd detta hir.
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Ovanstiaende berdkningsuttryck fungerar inte for » = 0 utan detta far vi berdkna for sig
och fér

H  -Q
o= e
T

Vi har nu alltsé ett filter med symmetriska termer och ett sddant filter &r inte kausalt
utan hela uttrycket far fordrdjas for att f kausalitet. Det icke-fordrojda filtret saknar
fasvridning medan det fordrojda filtret kommer att fa linjir fasvridning.

Vi kan diemnsionera de andra enkla filtertyperna som hogpassfilter pa motsvarande sétt.
Figuren visar som exempel beloppskurvan for ett lagpassfilter med gransfrekvensen en
fjardedel av samplingsfrekvensen, passbandsforstarkningen 0,8 och med 35 termer.

Inv fourier LP fg=fs/4, Hpb=0.8 N=35

1 1 1 1 1 1
0 008 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Normerad frekvens (relativt fs)

Fonster

Vi sag i exemplet ovan att det dimensionerade filtret har ganska kraftiga svingningar
1 beloppskurvan, bade i pass- och sparrband. Svingningen kallas rippel. Vi kan
ddmpa svdngningarna genom att behandla filtret med samma fonsterfunktioner som
vi presenterade i samband med DFT-analys. Fonstren gor dock att dvergéngen
mellan pass- och spérrband blir mindre brant. Vi kan kompensera for detta genom att
ta med fler termer i filtret men da blir ju berdkningen 1&ngsammare.

Inv fourier,LP,Hamming,fg=fs/4, Hph=0.8 N=35

o 1 1 I 1 1 L L L L
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Normerad frekvens (relativt fs)
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Frekvenssamplande filter

Vi sag nyss hur vi utgdende fran den inversa fouriertransformen kan dimensionera filter.
Vi kan pa motsvarande sitt utgd frin ett samplat spektrum och anvénds invers DFT {or
att fa fram vart filter. Antalet termer 1 filtret kommer da att bli lika manga som det antal
vérden vi anvéinder for att sampla vart spektrum.

Viljer vi antalet sampel som en tvapotens sa kan vi dven anvédnda invers FFT for var
dimensionering.

Parks-McClellan

Resultatet av var filterdimensionering via invers fouriertransform gav ett filter med
ganska kraftigt rippel i1 pass- och sparrband. Vi kunde minska ripplet genom att anvinda
fonster. Vi sdg ur filterkurvan att ripplet ar storst ndrmast 6vergdngen mellan pass- och
sparrband.

Berdkningsalgoritmer har tagits fram for att fordela detta rippel jamnt 6ver pass- och
sparrband. Dessa filter kallas equirippelfilter och den mest kinda berdkningsalgoritmen
har tagits fram av Parks och McClellan och vi kallar filtren f6r Parks-McClellanfilter.

Parks-McClellan N=35, delta=0.04

1 1 1 1 1 I
0 0.085 01 015 02 025 03 0.35 04 045 [s13
Normerad frekvens (relativt fs)

Rekursiva filter

Vi har nu sett pa transversella filter. Vi kan generellt sdga att dom kan inte anvindas for att
ge snabba kraftiga variationer i frekvenskurvan. For att komma néra detta maste vi i alla
fall ha hogt gradtal pa filtret, dvs vi far ha manga termer i filtret och systemet blir
langsamt. Ett positivt drag dr dock att vi kan dstadkomma linjir fasgéng i systemet.

Om vi 6vergér till rekursiva system dér vi introducerar aterkoppling, vilket innebér poler
skilda fran origo i z-planet, sé kan vi fa effektivare filter. Vi introducerar dock samtidigt
olinjdr fasgéng i systemet och polerna gor att vi infor en risk for instabilitet.

Dessa system har ett impulssvar som i teorin aldrig tar slut &ven om det for stabilitet maste
ga mot noll och d& kommer att forsvinna i systemets upplésning. Att impulssvaret inte tar
slut gor att systemen ocksé séges vara IIR-system (Infinite Impuldse Response).

Smalt bandpassfilter

Vi sag tidigare hur vi med enkla metoder kan skapa filter med smal bandbredd, dvs
filter som filtrerar fram ett smalt frekvensomrade med stor noggrannhet.
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Notchfilter

Vi sag ocksd hur vi pa liknande sétt kan dimensionera filter som filtrerar bort ett smalt
frekvensomrade. Filtret kan till exempel anvindas for att filtrera bort en smalbandig
storsignal. Det kan till exempel vara frdgan om att filtrera bort ndtbrum som harstammar
fran de 50 Hz som ar frekvens i1 vart vanliga elnét.

Rekursivt eko

Vi sag ocksa hus vi kunde skapa ett enkelt eko med en direkt och en f6rdrdjd signal. Vi
kan gora en rekursiv variant av detta genom att i stéllet anvénda en direkt signal och en
fordrdjd och skalad utsignal, dvs

M= ]+ 4-yln - ]
x[n] _yIn]

‘ »
Z—']

Detta system kommer da att fungera sé att en signal som kommer in i systemet forst
kommer ut direkt och efter fordrojningen & kommer signalen ut en gang till skalad med
faktorn A4, varefter den efter en ny fordrdjning kommer ut skalad med faktorn 4* och
sd vidare. Det dr létt att inse att skalfaktorn 4 maste ha ett belopp mindre 4n ett for att
vi inte skall fi en utsignal av konstant eller vixande storlek som skulle bottna systemet.
Detta dr i samklang med vart tidigare pastdende att alla poler maste ligga innanfor
enhetscirkeln for att systemet skall vara stabilt.

Om vi anviander samma konstanter som for det transversella ekot, dvs 4 =0,5 och

k =8, s far vi spektrat.

Rekursivt eko k=8 A=0.5

05F B

o 1 1 1 1 1 1
0 0.05 01 015 02 025 03 0.35 04 045 05

Normerad frekvens (relativt fs)

Rekursivt kamfilter

Vi ser att dven det rekursiva ekot ger ett antal toppar i frekvensspektrat som den hér
géngen dr de smalare @n vad de var i1 det transversella fallet. Systemet kallas ocksa for
ett rekursivt kamfilter.
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Frekvenssamplande rekursiva filter

Genom att bygga upp ett system déir vi anvénder ett transversellt kamfilter och ett antal
rekursiva lidnkar sé kan vi skapa sa kallade rekursiva firekvenssamplande filter.
Metoden gar ut pa att skapa en ny frekvenskurva genom att eliminera nagra av de
nollstéllen som finns i kamfiltrets pol/nollstdllesdiagram genom att via de rekursiva
lankarna, sa kallade resonatorer, placera poler i samma punkter som dessa nollstillen.
Metoden &r ganska svér att f grepp om och dessutom ritt svér att implementera sa vi
gar inte in pa den hér.

Tidskontinuerlig avbildning

Analog filterdimensionering &r vélkidnd sedan linge och det har tagits fram en méngd
olika filterkarakteristikor som vi gérna vill ta med oss till den tidsdiskreta varlden.
Vilkinda filterfamiljer &r till exempel Butterworth-, Tjebytjev- och Besselfilter.

For att gora denna overgéng s& anvéinder vi metoder for att transformera dver systemet
frén den tidskontinuerliga till den tidsdiskreta vérlden.

Bilinjar transform

En sddan metod é&r bilinjar dar vi transformerar 6ver det analoga systemets poler och
nollstéllen fran det tidskontinuerliga s-planet till det tidsdiskreta z-planet.
Metoden kallas bilinjér transform och gar ut pa att den tidskontinuerliga

z—1

frekvensvariabeln j-@ ersitts av den tidsdiskreta funktionen . Samtidigt maste

z+1

tidskontinuerliga fasta vinkelfrekvenser som grénsvinkelfrekvensen o, ersittas av
. . . . Qg .. a)g fg
sin tidsdiskreta motsvarighet tan| — | ddr Q, == =2-7-~~.
2 /s /s
Avbildningen dr inte helt linjar utan vi far avvikelser frdn motsvarande analoga filter
dd vi kommer néra halva samplingsfrekvensen.

Impulsinvariant avbildning

I den bilinjdra transformen gjorde vi en transformering mellan de tva generaliserade
frekvensplanen (s- respektive z-plan). Vi kan ocksé gora transformeringar mellan det
tidskontinuerliga och det tidsdiskreta tidsplanet. Vi infor da en metod for att 6verfora
det analoga systemets impulssvar till den tidsdiskreta motsvarigheten. Metoden
kallas impulsinvariant avbildning. Metoden &r inte lika vanlig som bilinjér transfom
och vi gar inte in pa den hér.

Adaptiva system

Vi ndmnde tidigare att man i samband med mobiltelefoni maste anvdnda signalbehandling
som kan anpassa sig efter situationen eftersom signalforhéllandena hela tiden dndrar sig
beroende pé att varje nytt samtal ger en ny uppkoppling som kanske sker via en ny
basstation. Vi har ocksd d@ndrade forhdllanden beroende pé att mobiltelefonen kan rora sig
under samtalets gang.

System som pd detta sétt kan dndra sina egenskaper dynamiskt kallas adaptiva system och
anvénds i forsta hand da vi vill minimera nagon del av en signal dé signalen och det vi vill
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ta bort &r varierande. Det kan rora sig om att ta bort en smalbandig stérning, en ton, vilket
till exempel &r fallet i system for att minska risken for rundgéng i hogtalarsystem. Omvént
kan det rora sig om att filtrera bort brus fran en signal och filtreringen skall da bara ske 1 de
frekvensomraden som for tillféllet saknar signal som vi vill behalla.

Adaptiva system anviands ocksé vid talsyntes.

Algoritmerna &r lite svara att greppa men bygger pé att via fordrdjning och subtraktion
identifiera periodiska element 1 signalen.

Wavelets

Wavelets ar ett alternativ till DFT da det géller frekvensanalys men wavelets kan ocksé
anvéndas for datakomprimering i forsta hand i bilder.

Metoden bygger pa att via ett hog- och ett lagpassfilter, bdda med griansfrekvensen en
fjardedel av sdamplingsfrekvensen dela in det totala frekvensomradet i tva,
frekvensmissigt, lika breda delar. Om var signal frén borjan bestdr av N stycken sampel
s& kommer vi nu att ha tva serier med N sampel 1 varje serie, dvs totalt 2- N sampel.

Eftersom det framfiltrerade 1dgpassbandet nu bara har hilften sa stor bandbredd som fran
borjan sa kan det klara sig med halva samplingsfrekvensen och vi halverar denna genom

att utelimna varannat sampel, sd kallad decimering, och har da kvar ]% sampel. Pa

litkknande sétt kan vi inse att &ven hogpassbandet bara behover halva samplingsfrekvensen
och vi halverar dven detta bands samplingsfrekvens. Vart hogpassband kommer da att
ligga som spegelfrekvenser ovanfor den nya halva samplingsfrekvensen (den ursprungliga
fjardedels samplingsfrekvensen) men detta ar fullt mojligt att hantera dé vi har filtrerat bort
alla signaler med frekvenser under den nya halva samplingsfrekvensen. Aven denna signal

bestar nu av Z% sampel och vi har totalt N sampel som fran borjan.
Vi kan nu stegvis ga vidare genom att dela in lagpassbandet i tvd nya lika stora delar och sa

vidare. Hogpassbandet i varje steg lamnar vi dock som det ar.
Vi har nu fatt ett antal frekvensband dér vi kan analysera frekvensinnehéllet.

f,=f/4 f'=f /2
41
HP [ y2 2% >
/
—_— l —_ —f ! LI Pt
f,=f/4 | f=f/8=f/4 f"=f /4=f /2
4
P Lo v2 o HP [o] 2 |2 >
/
/
f =f /8=f /4 / f=f16=f /8=f "I
LP > y2 *—: HP > 2 >
L} — n \
f,=f/16=f 18=f "/4 \
\
LP > 2 5

f,"=f /8= /4=f "/2

Vi kan ocksé anvidnda wavelets for datareduktion genom att helt enkelt ta bort svaga
signaler 1 en del av frekvensbanden. Det visar sig att det ofta gér att plocka bort svaga
signaler som finns i enstaka frekvensband utan att det mérks sa mycket. Skulle vi gora
samma sak pa den ouppdelade signalen sa skulle bortplockandet méarkas tydligare.
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Da vi nu har lagrat eller 6versdnt den reducerade datamédngden sa skall totalsignalen
aterstéllas och dé& gor vi pa omvint sidtt med nya filtreringar och hdjningar av
samplingsfrekvenserna via sa kallad interpolering.

> 42 B HP +l>

» *2 | HP' *2 H» LP' A>|:>

—» 42 1 LP

Det har visat sig att wavelets fungerar mycket bra for att reducera mangden information 1
pixeluppbyggda bilder (bitmap). I det sammanhanget dr dd hoga frekvenser det samma
som enstaka pixel medan laga frekvenser &r block av pixlar med samma innehall. Har har
vi n tvadimensionell bild vilket gor att waveletsbehandlingen méste kdras bade horisontellt
och vertikalt.

Ibland ser man pé& websidor bilder som sakta byggs upp genom att forst visas en
grovkorning bild varefter denna bild allt eftersom far allt mer detaljer. Detta dr exempel pé
waveletsuppdelning av bilden.

Wavelets dr grunden i standarden JPEG2000 for bildbehandling.
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