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Folds
FoLD FUR LISTEN

Listen sind vordefiniert in Haskell: [a]

Folgende fold Funktion ist auch vordefiniert.

fold :: (a — b— b) — b— ([a] — b)
fold fv[]=v
fold f v (x:xs) = f x (fold f v xs)

Damit konnen Funktionen uber Listen definiert werden.

fold nimmt als Argumente eine Funktion f fiir den “cons”
Fall...

o ... und eine Konstante v fiir den “[]" Fall.
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Folds

FUNKTIONSDEFINITIONEN MIT FOLD

o Elemente einer Liste aufsummieren (sum)

sum :: [Int] — Int
sum = fold (+) 0

o Elemente einer Liste miteinander multiplizieren (product)

product :: [Int] — Int
product = fold (x) 1

o Lange einer Liste berechnen (length)

length :: [a] — Int
length = fold (Ax n — 1+ n) 0
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FUNKTIONSDEFINITIONEN MIT FOLD

o Elemente einer Liste umkehren (reverse)

reverse :: [a] — [a]
reverse = fold (Ax xs — xs  [x]) []

@ Eine Funktion auf allen Elementen einer Liste anwenden
(map)
map :: (a — b) — ([a] — [b])
map f = fold (Ax xs — (f x) : xs) []

o Elemente aus einer Liste herausfiltern die eine Eigenschaft
erfiillen (filter)

filter :: (a — Bool) — ([a] — [a])
filter p = fold (Ax xs — if p x then x : xs else xs) []
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UNIVERSELLE EIGENSCHAFT VON FoOLD

o Aquivalenz zwischen zwei Definitionen einer Funktion g, die
Listen verarbeitet.

gll=v
g (x:xs)="f x (g xs)

g =fold f v

o (fold f v) ist die einzige Losung zu den Formeln die g
definieren.

@ Die universelle Eigenschaft kann benutzt werden um
Funktionen mit fold zu definieren.
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DEFINITION VON FUNKTIONEN MIT HILFE DER

UNIVERSELLEN EIGENSCHAFT

@ Beispiel sum

sum:: [Int] — Int
sum[]=0
sum (x : xs) = x + sum xs

@ universelle Eigenschaft sagt:

sum[]=v
sum (x :xs) = f x (sum xs)

e = v =0, f wird wie folgt berechnet:

sum(x:xs) = fx(sum xs) <= Definition von sum
x+sumxs = fx(sum xs) <= General. vom (sum xs) zum y
x+y = fxy <

f = (+)

sum = fold (+) 0
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BINARE BAUME

e Bindre Baume mit Beschriftungen in den Blattern kdnnen in
Haskell als Datentyp BinTree definiert werden.

data BinTree a = Leaf a | Node (BinTree a) (BinTree a)

@ Anzahl von Blattern berechnen (size)

size :: BinTree a — Int
size (Leaf _) =1
size (Node | r) = size | + size r

o Konvertierung von binidren Biaumen in Listen (flatten)

flatten :: BinTree a — [a]
flatten (Node | r) = (flatten |) +- (flatten r)
flatten (Leaf x) = [x]
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FoLD FUER BINARE BAUME

@ Wie fiir Listen man kann eine fold Funktion fiir bindren
B3aumen definieren.

fold :: (a — b) — (b— b — b) — BinTree a — b
fold f comb (Leaf 1) =f |
fold f comb (Node | r) = (fold f comb I) ‘comb’ (fold f comb r)

o fold nimmt als Argumente eine Funktion f um die
Beschriftungen an den Blattern zu transformieren...

@ ...und eine Funktion comb um die transformierten Zweigen
zusammenzufiihren.

@ size

size :: BinTree a — Int
size = fold (Ax — 1) (+)

o flatten

flatten :: BinTree a — [a]
flatten = fold (\x — [x]) (4+)
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ALLGEMEINE BESCHREIBUNG VON DATENTYPEN

o Listen konnten in Haskell so definiert werden.

data List a = Nil | Cons a (List a)

o Datentypen kdnnen im Allgemeinen als der kleinste Fixpunkt
w eines (parametrisierten) Funktors definiert werden.

ListF XA = 1+AxX
List A = uX.ListFXA
o Es gibt einen einzigen Typkonstruktor in:
in : ListF (List A)A — List A
@ Nil und Cons kénnen mit Hilfe von in definiert werden.

Nil = in(inl()) . ListA
Cons x xs := in(inr(x,xs)) : A — ListA— List A
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ALLGEMEINE BESCHREIBUNG VON DATENTYPEN

o Biniare Baumen haben wir in Haskell so definiert.

data BinTree a = Leaf a | Node (BinTree a) (BinTree a)

o Als kleinste Fixpunkt eines parametrisierten Funktors:

BinTreeF XA = A+ XxX
BinTree A = uX.BinTreeF X A

o Es gibt einen einzigen Typkonstruktor in:
in : BinTreeF (BinTree A) A — BinTree A

A+ BinTreeA x BinTree A

@ Leaf und Node kénnen mit Hilfe von in definiert werden.

Leaf a = in(inl a) : A— BinTree A
Node | r := in(inr(l,r)) : BinTree A— BinTree A— BinTree A
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ALLGEMEINE BESCHREIBUNG VON DATENTYPEN

Gegeben ein Funktor F, man kann einen Datentyp definieren
mit pF.

Der allgemeine Konstruktor in hat den Typ in: F (uF) — uF.

Die speziellen Datenkonstruktoren wie Nil, Cons, Leaf und
Node kann man mit Hilfe von in definieren.

@ Man kann auch fold Funktionen allgemein fiir alle Datentypen
definieren mit Hilfe von lteratoren.
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FoLD FUER LISTEN AUS DEM ITERATIONSSCHEMA

o Ein allgemeiner Iterator oder fold Funktion hat diesen Typ:
fold : (FB — B) — uF — B

o Listen
ListF XA = 14+AxX

List A = upX.ListFXA

o Fold fuer Listen aus dem lterationsschema

fold: (1+ Ax B— B) — ListA— B =
—_—— \\:__/
FB 1

fold : (1 — B) — (Ax B — B) — ListA— B =
fold:B— (A— B — B)— ListA— B
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FoLD FUER BINARE BAUME AUS DEM

ITERATIONSSCHEMA

e Ein allgemeiner Iterator oder fold Funktion hat diesen Typ:
fold : (FB — B) — uF — B

@ Bindre Baume

BinTreeFA = AX.A+ X x X
BinTree A = uX.BinTreeF X A

o Fold fiir bindre Baumen aus dem lterationsschema

fold : (A+ B x B— B) — BinTree A— B =
N—— ~_——
FB uF

fold:(A— B) — (Bx B — B) — BinTree A— B <+—
fold : (A— B) — (B— B — B) — BinTree A— B
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VERSCHRANKTE DATENTYPEN (NESTED DATATYPES)

o Nested Datatypes sind Datentypen héherer Ordnung.

o Sind Datentypen mit einem Typparameter
= eine Familie von Datentypen.

@ Nested Datatypes konnen benutzt werden um Invarianten in
den Typen zu definieren.
Beispiel: Powerlisten

data PList a = Zero a | Succ (PList (a, a))

Powerlisten sind perfekt ausbalancierte bindren Baumen mit
2" Elemente.
Beispiel

numPList :: PList Int
numPList = Succ (Succ (Zero ((1,2),(3,4))))
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PROGRAMMIEREN MIT POWERLISTEN

o Elemente einer Powerliste aufsummieren (psum)

psum’ :: (a — Int) — PList a — Int

psum’ f (Zero a) = f a

psum’ f (Succ ) = psum’ (M(al,a2) — (f al) + (f a2)) |
psum :: (PList Int — Int)

psum | = psum’ (Ax — x) |

@ Powerliste aus 2" Einsen.

ones’ :: Int — a — PlList a

ones’ 0 v = Zero v

ones’ nv = Succ (ones’ (n—1) (v,v))
ones :: Int — PList Int

ones n = ones’ n1
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MATHEMATISCHE DEFINITION VON POWERLISTEN

o Nested Datatypes werden definiert als der kleinste Fixpunkt
eines Funktors hoherer Ordnung.

e Datentyp PList
PListF XA = A+ X(AxA)
PList = uX.PListF
o Der allgemeine Datenkonstruktor in hat den Typ:
in : YAF(uF)A—-uFA=

in . VA.PListF PList A— PList A <>
in : VA.A + PList(Ax A) — PList A <=

@ Zero und Succ werden dann so definiert:

Zero a = in(inla) : VA.A— PListA
Succ | := in(inrl) : VA.PList(Ax A) — PList A
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FoLD FUER POWERLISTEN AUS DEM

ITERATIONSSCHEMA

o Ein allgemeiner Iterator oder fold Funktion hat diesen Typ:
fold : (VAFGA— GA) — (VAuFA— GA)
o Powerlisten
PListF XA = A+ X(AxA)

o Fold fiir Powerlisten aus dem lterationsschema

fold : (VA.A+ G(A x A) — G A) — (VA.PList A— G A)

FGA nF
fold : (VA.(A — G A)) — (VA.G(A x A) — G A)

— (VA.PList A — G A)
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FoLD FUER POWERLISTEN AUS DEM

ITERATIONSSCHEMA

o Fold fiir Powerlisten
fold :: (forall a,a — g a) —
(forall a,g (a,a) — g a) — PLista— g a

fold z s (Zero a) =z a
fold z s (Succ I) = s (fold z s I)

newtype G a = G {unG :: (a — Int) — Int}

@ Definition von sum mit Hilfe von fold

sumZa=GS$ k — ka
sumS (G h)y=G$ k — h$\a,d) — ka+kad

sumPL :: PList Int — Int
sumPL | = unG (fold sumZ sumS 1) id
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ZUSAMMENFASSUNG

Fiir viele Programmieraufgaben sind fold Funktionen hilfreich.
fold Funktionen sind oft vordefiniert.

Es gibt allgemeine typtheoretische Methoden um sie zu
definieren.

Die theoretischen Analysen basieren auf einer Darstellung von
Datentypen als der kleinste Fixpunkt eines Funktors.

Es gibt Datentypen hoheren Ordnung: nested datataypes.
Nested Datatypes sind niitzlich um Invarianten in den Typen
festzulegen.

Programmieren mit nested datatypes ist komplizierter als mit
einfachen Datentyen weil alle Elemente der Familie in
Beziehung zueinander sind.

Man muss Funktionen definieren die fiir alle Elemente der
Familie gelten, also stark polymorphisch.
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