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Aufgabe H-1:

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:
a) f(n) + g(n) = ©(max(f(n), g(n))).

- Obere Schranke: Es gilt f + g < 2max(f, g)

- Untere Schranke: Es gilt f + g > max(f,g) [da f,g > 0]
b) Wenn f(n) = O(g(n)) ist, so auch 2f(™ = O(29M)),

Es gibt c, N, so dass fiir alle n > N, f(n) < c - g(n). Daraus erhalten wir
2f) < (290M)e, Falls ¢ > 1, gilt nicht dass 2f(™) < ¢’ . 29(M) fiir ein fixes c’.

Gegenbeispiel: 2n = O(n), aber 22" = 4™ = w(2™).

c) f(n) = O(f(3)).

Abwegig, gilt zwar fiir rationale Funktionen oder Logarithmus, aber
2" = w(2%) = w((27)").

d) (f(n) +g(n))* = O(f(n)?) + O(g(n)?).

g(n
(f(n) + g(m))? = f(n)? + 2f(n)g(n) + g(n)?, also gilt die Behauptung, falls
f(n)g(n) = O(f (n) ) + O(g(n)?). Sei ng so, dass f(n), g(n) > 0 fiir alle > n,,.
>

Fall 1: f(n) > g(n), dann ist f(n)g(n) < f(n)? < f(n)? + g(n)?
Fall 2: f(n) < g(n), dual.

Aufgabe H-2:

a) T(n) =9T(3) +

a=9%b=3"fn)=n,logy,a=2

Da f(n) = O(n~¢) fiir e = 1, ist Fall 1 des Master-Theorems anwendbar und

2—
somit T(n) = O(n?).
b) T(n) =3T(2}) + (n? +n)?



a=3b=3"fn) =n*+2n3+n?3<log,a<4
Es ist also f(n) = Q(n!°8v 9+€) fiir ein € > 0 und desweiteren gilt:

a-f(g) =3- f(%n) = gggn“ +0(n3) <= %ng( ) fiir geniigend grofie n.
Anwendung von Fall 3 des Master-Theorems: T(n) = O(f(n)) = O(n*).

c) T(n) =2T(3) + v/nlogn
a=2b=4f(n)= %-(logn)]i logba:%

Es gilt f(n) = w(ni) aber f(n) # Q nz+€) fiir alle € > 0. Deshalb ist das
Master-Theorem nicht anwendbar!

d) T(n) =32T(}) +n?yn
azszbZAﬂ):nzm%a:g

Da f(n) = (n%), kann Fall 2 des Master-Theorems angewendet werden und
somit ist T(n) = @(n% logn).

Aufgabe H-3:
MEeRGE(A,p,q,T) Zeit wie oft?
ie—pje—q+lke1 cq 1
while i< qgandj <rdo c K
if Afi] <A[j] 3 K
then B[k] « A[il;i+1+1 C4 I—p
else B[k] «— Afjl;j «3j+1 Cs J—(qg+1)
ke—k+1 Cs K
ifi<qthen Alr—q+1i...7«—A[i...q] c7+(q—I+1T)cg 1
Ap...p+k—2]« B[1...k—1] co+ (K—1)cqo 1

Dabei sei K der Wert der Variablen k nach Ablauf des Programms. Ebenso sei
dies mit I fiir i und J fiir j. Man erhalt so:

Tm)=c1+(c2+c3+cg)K+cg(I—p)+ces(J—(g+1))+c7+(q—I+1)cg+
Co+ (K*])C]o.

Dies ist O(n), weil

K<q-—p+Tl+r—(q+N)+1+T1=r—p+2=n+1
[-p<qgq+1—p<n
J-(@+1)<r+T—-(g+1)<n
q—J+1<g—p+1<n

Aufgabe H-4:



CoNTAINSSUM(A,1): n = length[A]

MERGESORT(A) O(nlogn)
Ll 1,u « length[A] C1
while 1 < u do cy-'m
sum «— A[l] + Afu] c3'M
if sum = r then return true c4-n
ifsum<rthenl=1+1 Cs-' M
if sum>rthenu=u—1 Ce' M
return false c7

Komplexitdt insgesamt: ©(nlogn) + O(n) = O(nlogn)

Korrektheit formal

Es gelten folgende Invarianten zu Beginn der Schleife:

a) Fiir i < List A[i] + A[j] # r fiir alle j und alle i #1

b) Fiir i > uwist A[i] + A[j] # r fiir alle j und alle i # 1

Falls 1 > u, ist damit A[i] + A[j] # r fiir alle j und alle 1 # 1. Deswegen ist die
Antwort false korrekt.

Die Invariante gilt zu Beginn der Schleife, da die Quantifikation leer ist.
Erhalt der Invariante:

Falls sum kleiner r ist, wird 1 auf 1’ =1+ 1 erhtht. u bleibt, also ist b) trivia-
lerweise erfiillt. Wir beweisen:

Firi< 1+ 1ist A[] + A[j] # r fiir alle j.

Es geniigt, diese Aussage fiir i = 1 zu zeigen, da sie fiir i < 1 nach a) schon
erfiillt ist.

Esist All] + Alu] < v, da sum < r, also ist wegen der Sortierung automatisch
A[ll 4+ Afj] < r fiir alle j < u. Fiir j > u gilt aber nach b) schon A[l] + A[j] # r.
Also gilt a) auch fiir 1+ 1.

Der Fall sum > r verlauft analog.



