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Uberblick iiber die Vorlesung

Was sind Algorithmen, wieso Algorithmen?

Ein Algorithmus ist eine genau festgelegte Berechnungsvorschrift,
die zu einer Eingabe oder Problemstellung eine wohldefinierte
Ausgabe oder Antwort berechnet.

Ein Algorithmus kann durch ein Programm in einer
Programmiersprache angegeben werden, aber typischerweise ldsst
sich ein und derselbe Algorithmus auf verschiedene Arten und in
verschiedenen Programmiersprachen implementieren.

Neben Programmiermethodiken (wie Modularisierung,
Objektorientierung, etc.) bilden Algorithmen den Schliissel zu
erfolgreicher Softwareentwicklung. Durch Verwendung effizienter
Algorithmen lassen sich oft spektakulare Laufzeitgewinne
realisieren.



Uberblick iiber die Vorlesung

Gibt es alles schon fertig?

Zwar stellen Sprachen wie Java viele Algorithmen fertig
implementiert in Form von Bibliotheken bereit; viele Projekte
werden jedoch nach wie vor in C implementiert, auBerdem ist es
oft der Fall, dass eine Bibliotheksfunktion nicht genau passt.
Die Algorithmik ist eine lebendige Disziplin. Neue
Problemstellungen (Bioinformatik, Internet, Mobilitat) erfordern
zum Teil neuartige Algorithmen. Fiir alte Problemstellungen
werden bessere Algorithmen entwickelt (kombinatorische
Optimierung, Planung). Schnellere Hardware riickt bisher unldsbare
Probleme in den Bereich des Machbaren (Grafik, Simulation,
Programmverifikation).



Uberblick iiber die Vorlesung

Was sind Datenstrukturen, wieso Datenstrukturen?

Methoden, Daten so anzuordnen, dass Zugriffe moglichst schnell
erfolgen.

Konkurrierende Anforderungen: Platzbedarf, verschiedene Arten
von Zugriffen.

Beispiel: Stapel (Keller)

Ist die GroBe von vornherein beschrankt, so bietet sich ein Array
an. Anderenfalls eine verkettete Liste. Diese verbraucht aber mehr
Platz und Zeit. Will man nicht nur auf das oberste Element
zugreifen, so bendtigt man eine doppelt verkettete Liste oder gar
einen Baum, ...

Datenstrukturen und Algorithmen gehen Hand in Hand. Oft bildet
eine geeignete Datenstruktur den Kern eines Algorithmus. Beispiel:
Heapsort.



Uberblick iiber die Vorlesung

Inhalt

Kapitel | Einfiihrung: Sortieren durch Einfiigen, Sortieren durch
Mischen, Laufzeitabschdtzungen, Lésen von Rekurrenzen.

Kapitel Il Sortieren und Suchen: Heapsort, Quicksort, Median.

Kapitel Il Datenstrukturen: , Prioritdtsschlangen, Balancierte
Bindrbdume, Hashtabellen, (union find).

Kapitel IV Allgemeine Entwurfsmethoden: Greedy, Backtracking, Branch
& Bound, dynamische Programmierung, (Amortisierte
Komplexitat).

Kapitel V Graphalgorithmen: transitive Hiille, Spannbdume, kiirzeste
Pfade, (Fluss in Netzwerken).



Uberblick iiber die Vorlesung
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Sortieren durch Einfiigen
Die Sortieraufgabe

Sortieren

Die Sortieraufgabe

Eingabe: Eine Folge von n Zahlen (a1, az,...,an).
Ausgabe: Eine Umordnung (ar1, ar2, ..., arn), sodass
ar < app < -+ < agp. Hierbei muss 7 : {1,...,n} — {1,...,n}

eine Bijektion sein.

Beispiel: (31,41,59, 26,41,58) — (26, 31,41, 41,58,59).
Allgemeiner: ,,Zahlen" — ,Objekte”, , <" +— ,,Ordnungsrelation®.
Beispiele:

@ Zeichenketten, lexikographische Ordnung.

@ Autos, Baujahr.

@ Geometrische Objekte, Entfernung.

@ Transaktionen, Auftragszeitpunkt oder Abwicklungszeitpunkt
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Sortieren durch Einfiigen
Sortieren durch Einfiigen

Sortieren durch Einfiigen

Algorithmus Insertion-Sort

INSERTION-SORT(A)
1 for j < 2to length[A]

2 do key — A[j]

3 > Einfiigen von Al[j] in die sortierte Folge A[l..j — 1]
4 f—j—1

5 while i > 0und A[i] > key

6 do A[i+ 1] — A[i]

7 f—i—1

8 Ali + 1] < key
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Sortieren durch Einfiigen

Pseudocode

Um von Implementierungsdetails zu abstrahieren, verwenden wir
zur Angabe von Algorithmen Pseudocode:

Pseudocode

Eine prozedurale Sprache, welche

@ Neben formellen Anweisungen und Kontrollstrukturen auch
Umgangssprache enthalten kann,

@ Verallgemeinerte Datentypen (wie Mengen, Graphen, etc.)
bereitstellt,

@ Blockstruktur auch durch Einriickung kennzeichnet (wie in
Python)

11
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Sortieren durch Einfiigen

Beispiel

[1]2 [3 |4 |5 ]6 [7]8]9 [10]11]12]

13]14]4 |7 |1 J11]6[8]10[12]5 [2 |

13]4 [14]7 [1 J11]6]8]10[12]5 |2 |

13[4 [7 [14]1 J11]6[8]10[12]5 [2 |

[1]3 |4 |7 [14]11]6]8]10[12]5 |2 |

etc.

Gezeigt ist jeweils das Array zu Beginn der Schleife. key ist
unterstrichen.

Siehe auch http://www.inf.ethz.ch/personal/staerk/

b algorithms/SortAnimation.html


http://www.inf.ethz.ch/personal/staerk/algorithms/SortAnimation.html
http://www.inf.ethz.ch/personal/staerk/algorithms/SortAnimation.html
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Sortieren durch Einfiigen
Laufzeitanalyse

Laufzeitanalyse

Wir wollen die Laufzeit eines Algorithmus als Funktion der
EingabegroBe ausdriicken.

Manchmal auch den Verbrauch an anderen Ressourcen wie
Speicherplatz, Bandbreite, Prozessorzahl.

Laufzeit bezieht sich auf ein bestimmtes Maschinenmodell, hier
RAM (random access machine).

Laufzeit kann neben der GréBe der Eingabe auch von deren Art
abhéngen (worst case, best case, average case). Meistens worst
case.
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Laufzeitanalyse

Laufzeit von INSERTION-SORT

INSERTION-SORT(A)

1 for j < 2to length[A]

2 do key — A[j]

> Insert A[j] into A[1..j — 1]

e j—1

while / > 0 and A[i] > key
do A[i + 1] — A[f]

f—i—1

Ali + 1] <« key

0O ~NO 1 bW

Zeit Wie oft?

(5] n

1e)) n—1

C4 n—1

s 2 io(t+1)
G Dot

7 Yot

Cg n—1

t; = Anzahl der Durchldufe der while-Schleife im j-ten Durchgang.

c1 — cg = unspezifizierte Konstanten.

j=2
14

T(n)=an+(e+ate)(n—1)+ce Y (t+1)+(c+cr) D 4
j=2
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Laufzeitanalyse

Bester Fall: Array bereits sortiert

Ist das Array bereits aufsteigend sortiert, so wird die while-Schleife
jeweils iibersprungen: t; = 0

n

T(n)=can+(+a+ac)(n—1)+cs Z(tj"‘ 1)+ (c6+c7) Z t
j=2 j=2

T(n):(C1+C2‘|‘C4+C5—|—C8)n—(C2+C4_|_C5+C8)

Also ist T(n) eine lineare Funktion der EingabegroBe n.

15
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Sortieren durch Einfiigen
Laufzeitanalyse

Schlechtester Fall: Array absteigend sortiert

Ist das Array bereits absteigend sortiert, so wird die while-Schleife
maximal oft durchlaufen: t; = j — 1

T(n)=can+(+a+c)(n—1)+cs Z(tj‘f‘ 1)+ (c6+¢7) Z tj

Si= >-n="00
j=2 =
T(n) = 61n+(C2+C4+c8)(n—1)+c5(”(”2+1)_1)+(C6+C7)n(r72—1)

Also ist T(n) eine quadratische Funktion der EingabegroBe n.
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Laufzeitanalyse

worst case und average case

Meistens geht man vom worst case aus.

worst case Analyse liefert obere Schranken
In vielen Fallen ist der worst case die Regel

Der (gewichtete) Mittelwert der Laufzeit iiber alle Eingaben
einer festen Lange (average case) ist oft bis auf eine
multiplikative Konstante nicht besser als der worst case.

Belastbare Annahmen iiber die mittlere Verteilung von
Eingaben sind oft nicht verfligbar.

Manchmal zeigt sich allerdings, dass in der Praxis der worst
case extrem selten auftritt (Beispiel: Simplexverfahren,
Typinferenz in ML). Abhilfe parametrisierte Komplexitat,
smoothed analysis.
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Sortieren durch Einfiigen
Laufzeitanalyse

GroBenordnungen

Um Rechnungen zu vereinfachen und da Konstanten wie ¢, ..., cg
sowieso willkiirlich sind, beschrankt man sich oft darauf, die
GroBenordnung der Laufzeit anzugeben:

10,5n? +100n + 3 = O(n?)
50n + 30,4501 = O(n)

on + n10000 — O(2n)

O(f(n)) bezeichnet alle Funktionen der GréBenordnung hdchstens
f(n). Dies wird spater formal definiert.

Laufzeit von INSERTION-SORT im schlechtesten Fall ist O(n?).
Es gibt auch gemischte Notationen wie 2n? + O(n), also 2n? plus
eine Funktion, die héchstens linear wachst.
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Teile und Herrsche: Sortieren durch Mischen

Teile und herrsche

Das Entwurfsverfahren divide-and-conquer (Teile und Herrsche,
divide et impera) dient dem Entwurf rekursiver Algorithmen.

Die Idee ist es, ein Problem der GréBe n in mehrere gleichartige
aber kleinere Teilprobleme zu zerlegen (divide).

Aus rekursiv gewonnenen Loésungen der Teilprobleme gilt es dann,
eine Gesamtldsung fiir das urspriingliche Problem
zusammenzusetzen (conquer).

Sortieren durch Mischen (merge sort)

Teile n-elementige Folge in zwei Teilfolgen der GréBe n/2 (+1).
Sortiere die beiden Teilfolgen rekursiv.

Fiige die nunmehr sortierten Teilfolgen zusammen durch
ReiBverschlussverfahren.
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Sortieren durch Mischen

Sortieren durch Mischen

Algorithmus Merge-Sort

MERGE-SORT(A, p, r)

> Sortiere A[p..r],

> Lasse den Rest von A unverandert.

if p<r
then g — (p+r)/2
MERGE-SORT(A, p, q)
MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
MERGE(A, p, q, r)

1B W N =

20
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Sortieren durch Mischen

Beispiel

[T]2 3 [4[5 [6 [7[8]9 [10[11]12]

[3[14]4 [7[1 [1][6]8[10[12]5 [2 |

[3[14[4] [7[L [11][6]8[10][12]5 [2 |

(3[4 [14]|1]7 [11]][6[8]10[12]5 |2 |

(1]3 [4 [7[11[14][6]8]10[12][5 [2 |

(1]3 [4 [7[11[14][2[5]6 [8 [10]12]

(12 [3 [4]5 [6 [7[8][10[11[12]14]

Gezeigt sind (nicht aufeinanderfolgende) Zwischenzustande. “]"
gibt die Werte von g an.
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Sortieren durch Mischen

Prozedur MERGE

Hilfsprozedur Merge

MERGE(A, p, q, r)
> Sortiere A[p..r] unter der Annahme,
> dass A[p..q] und A[g + 1..r] sortiert sind.
> Lasse den Rest von A unverandert.
I—pj—q+l
for k< 1to r—p+1do
if j>ror(i<gqgandA[i]<A[}])
then B[k] < A[i];i — i+ lelse Blk] — A[j];j —j+1
for k—1to r—p+1do Alk+ p— 1]« B[k]

1B W N

22
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Teile und Herrsche: Sortieren durch Mischen

Laufzeitanalyse

Analyse von MERGE-SORT

Sei T(n) die Laufzeit von MERGE-SORT.

Das Aufteilen braucht O(1) Schritte.

Die rekursiven Aufrufe brauchen 27 (n/2) Schritte.

Das Mischen braucht O(n) Schritte.

Also: T(n) =2T(n/2) + O(n), wenn n > 1 NB T(1) ist irgendein
fester Wert.

Satz

Sei T :N — R und gelte fiir n ab einer gewissen Schranke (hier 1)
T(n)=2T(n/2) + O(n)
dann ist T(n) = O(nlog(n)).

Fiir groBe n ist das besser als O(n?) trotz des Aufwandes fiir die
Verwaltung der Rekursion.
NB: log(n) bezeichnet den Zweierlogarithmus
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Teile und Herrsche: Sortieren durch Mischen

Laufzeitanalyse

Motivation der Lésung

Intuitiv: Rekursionstiefe: log(n), auf dem Tiefenniveau k hat man
2K Teilprobleme der GroBe jeweils gi := n/2%, jedes verlangt einen
Mischaufwand von O(gk) = O(n/2K). Macht also O(n) auf jedem
Niveau: O(nlog(n)) insgesamt.

Durch Formalismus: Sei T(n) fiir Zweierpotenzen n definiert durch

T(n) = 0, wennn=1
T 1 2T(n/2) +n, wenn n =2k k>1

Dann gilt T(2%) = k2%, also T(n) = nlog(n) fiir n = 2.
Beweis durch Induktion iiber k (oder n).

Dass es dann fiir Nicht-Zweierpotenzen auch gilt, kann man
beweisen.
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O-Notation

Asymptotik: Definition von O

Definition von O(g)

Seien f,g : N — R Funktionen. (NB Geht auch fiir andere
Definitionsbereiche.)

O(g) ={f |3c > 0,ng € N.Vn > ng.f(n) < cg(n)}

O(g) ist also eine Menge von Funktionen: die Funktionen der
GréBenordnung hochstens g.

Um zu zeigen, dass f € O(g) ist, muss man eine Schranke ny € N
und einen Faktor ¢ > 0 angeben und dann argumentieren, dass
f(n) < cg(n) fiir alle n > ng erfiillt ist.
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O-Notation

Konventionen bei O In Ermangelung guter Notation fiir Funktionen
schreibt man z.B. O(n?) und meint damit O(g) wobei g(n) = n?.

Bei O(m + n?) wird’s schwierig. Da muss aus dem Zusammenhang
klar werden, auf welche Variable sich das O bezieht.

Noch schlimmer sind Notationen wie O(1 + «), wobei & = n/m,
kommt aber vor. ..

Man schreibt in der Regel f = O(g) anstelle von f € O(g).
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O-Notation

Beispiele

4n? 4+ 10n + 3 = O(n?)

Fiir n > 10 gilt 4n® + 10n+ 3 < 4n® 4 n® + n? = 6n°.
Also gilt: 4n® +10n+ 3 = O(n?) mit ng = 10 und c = 6.

an+ b= 0(n)
Fiir n> b gilt an+ b < an+ n.
Also gilt an+ b = O(n) mit ng > b und ¢ > a.

nk = O(b") fiir b > 1

limp— oo b: = limp_oo - (b)kb" = 0 (L'Hospital), also muss b" die
Funktion n* irgendwann iibertreffen.

Es folgt daher n* = O(b") mit ¢ = 1 und ny “entsprechend
gewahlt”.
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O-Notation

Asymptotik: Ausdriicke mit O

Kommt O(g) in einem Ausdruck vor, so bezeichnet dieser die
Menge aller Funktionen, die man erhidlt, wenn man die Elemente
von O(g) fiir O(g) einsetzt.

Z.B. ist n? +100n + 2log(n) = n? + O(n) aber 2n? # n? + O(n).

Manchmal kommt O sowohl links, als auch rechts des
Gleichheitszeichens vor. Man meint dann eine Inklusion der
entsprechenden Mengen. M.a.W. jede Funktion links kommt auch
rechts vor.
Z.B.

2n% 4+ 0(n) = O(n?)

Die Verwendung von ,,=" statt ,€" oder ,C" ist
zugegebenermaBen etwas unbefriedigend, z.B. nicht symmetrisch,
hat sich aber aus praktischen Griinden durchgesetzt.
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Theta, Omega, o, omega

Asymptotik: ©,9Q, 0, w

Definition von Q und ©

Seien wieder f,g : N — R. (NB Geht auch fiir andere
Definitionsbereiche.)

Q(g) ={f g O(f)} =
{f | 3¢ >0,ng € NVYn > ng.f(n) > cg(n)}

O(g) = O(g) N Q(g)

o f =Q(g) heiBt: g ist eine asymptotische untere Schranke fiir
f.

o f = 0(g) heiBt: f ist von derselben GroBenordnung wie g.
e Oft wird O im Sinne von © gebraucht.

29



Einfiihrung
O-Notation
Theta, Omega, o, omega

Kleines o und w

Definition von o

o(g) ={f|VYc>0.3np € NVn > ng.0 < f(n) < cg(n)}

e f = 0(g) heisst: g ist eine asymptotische obere Schranke fiir
f und f ist nicht asymptotisch proportional zu g. f ist
gegeniiber g verschwindend gering.

@ Ist f nichtnegativ, so gilt f = o(g) < limp—eo

e Man schreibt auch f € w(g) fiir g € o(f), also
limp— 0o Hm) 00, wenn g nichtnegativ.

g(n)
e Wenn f = o(g) so folgt f = O(g).

Beispiele

2n? = O(n?), aber 2n? # o(n?)
1000n = O(n?) und sogar 1000n = o(n?)
nk = o(b")fiir b > 1

30
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O-Notation
Theta, Omega, o, omega

Weitere Beispiele fiir Asymptotik

o n? = o(n%)

e 10¥%02 = O(1071%n2) aber nicht mit o statt O.

e O(logy(n)) = ©(log.(n)). Grund: log,(n) = :ZECEZ; (alle

Logarithmen sind proportional).
NB CORMEN schreibt 1g(x) fiir log,(x) = log(x). Allgemein
schreibt man In(x) fiir log,(x).

e Achtung: 4" ¢ O(2").

31
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O-Notation
Theta, Omega, o, omega

Kompliziertere Beispiele

f = O(g) und g = O(h) impliziert f = O(h)

Sei f = O(g) mit n1,c; und g = O(h) mit ny, .

Fiir n > max(n1, n) gilt f(n) < cig(n) < cicah(n), also f = O(h)
mit ny = max(ny, n2) und ¢ = c1¢.

NB Ahnliches gilt fiir ©,Q, 0, w.

log n = o(n®) fiir e > 0

. log n .
ImES ser=et = lim, e

1:O

= ||mn—>oo enc

1
en<—1n
log n! = ©(nlog n)

“O": logn! =logl—+log2+---logn < nlogn.

“Q": log n! > log(n/2) + log(n/2 +1) + - -- 4 log(n) >
n/2log(n/2) > 1/4 - nlog(n)

32
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O-Notation bei Induktionsbeweisen

Asymptotik und Induktion

Will man eine asymptotische Beziehung durch Induktion beweisen,
so muss man die Konstante ¢ ein fiir alle Mal wahlen und darf sie
nicht wahrend des Induktionsschritts abandern:

Falscher Beweis von Y_7_; i = O(n)

Sei S(n) =i,/ also S(n) = n(n+1)/2.

5(1) = O(1).

Sei S(n) = O(n), dann gilt

S(n+1)=5(n)+ (n+1) = O(n) + O(n) = O(n).

33



Einfiihrung

34

O-Notation
O-Notation bei Induktionsbeweisen

Asymptotik und Induktion

Richtiger Beweis von S(n) = Q(n?)

Wir versuchen die Induktion mit einem noch zu bestimmenden ¢
durchzukriegen und leiten Bedingungen an diese Konstante ab.
S(1) =1, daraus ¢ < 1.

Sei S(n) > cn®. Es ist
S(n+1)=S(n)+n+1>cn*+n+1>cn’*+2cn+c = c(n+1)?
falls ¢ <1/2.

Also funktioniert's mit ¢ < 1/2, insbesondere ¢ = 1/2.

Die Induktion fing bei n =1 an, also konnen wir ng = 1 nehmen.
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Master-Methode

Losen von Rekurrenzen bei divide and conquer

Bei der Analyse von divide-and-conquer Algorithmen stoBt man auf
Rekurrenzen der Form:

T(n)=aT(n/b)+ f(n)

Das passiert dann, wenn ein Problem der GréBe n in a Teilprobleme
der GroBe n/b zerlegt wird und der Aufwand fiir das Aufteilen und
Zusammenfassen der Teilresultate Aufwand f(n) erfordert.
Bemerkung: n/b steht hier fiir |[n/b| oder [n/b].

Mehr noch: aT(n/b) kann man hier sogar als

a1 T(|n/b])+ axT([n/b]) mit a; + ap = a lesen.

Die Master-Methode liefert eine kochrezeptartige Losung fiir
derartige Rekurrenzen.
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Master-Methode

Hauptsatz der Master-Methode

Master-Theorem
Seien a > 1, b > 1 Konstanten, f, T : N — R Funktionen und gelte

T(n) = aT(n/b) + f(n)

Dann erfiillt T die folgenden GroBenordnungsbeziehungen:
@ Wenn f(n) = O(n'°827) fiir ein € > 0 und f = Q(1), so gilt
T(n) = ©(n'8r?).
@ Wenn f(n) = ©(n'°8»?), so gilt T(n) = ©(n'°&>2log(n)).
© Wenn f(n) = Q(n'°82%€) fiir ein ¢ > 0 und auBerdem
af(n/b) < cf(n)
T(n) = ©(f(n)).

Beachte: Ist f(n) = n'°8s(3)+¢ 5o gilt
af (n/b) = an'oge(a)+< /plogs(a)te — af () /a/b¢ < cf (n) mit

~— h—€ -1

fiir ein ¢ < 1 und geniigend groBes n, so gilt

*
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Anmerkungen

e Beachte: log,(a) = log(a)/ log(b).

e Wichtigster Spezialfall: Wenn T(n) = aT(n/a) + O(n), dann
T(n) = O(nlogn).

@ Beispiel einer Funktion, die zwar Q(n) ist, aber nicht die

Regularitatsbedingung erfiillt: f(n) = p2toelloetn)]

37
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Beispiele fiir die Master Methode

Die Laufzeit T(n) von MERGE-SORT geniigt der Beziehung:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n) somit

T(n) = ©(n'%() log(n)) = ©(nlog(n)).

T(n)=2T(n/3) + n= T(n) = O(n). Hier log,(a) = 0, 63.
T(n) =2T(n/2) + n?> = T(n) = ©(n?). Hier logy(a) = 1.
T(n) =4T(n/2) + n= T(n) = ©(n?). Hier log,(a) = 2.
Die Rekurrenz 2T (n/2) + nlog n kann man mit der
Master-Methode nicht [6sen. Die Losung ist hier

T(n) = ©(nlog?(n)).
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Beweisidee

@ Rekursionstiefe: log,(n).

e Auf Tiefenniveau / gibt es (a/b)" Mischaufgaben der GroBe
jeweils f(n/b').
e Gesamtarbeit: le-cfé’(")(a/b)ff(n/bi).

@ Daraus die drei Fille mit geometrischer Reihe und
elementaren Rechengesetzen, wie z.B. a'°85(") = plogs(a),
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Master-Methode
Matrizenmultiplikation nach Strassen

Matrizenmultiplikation

Seien A = (ajx), B = (bix) zwei n x n Matrizen. Das Produkt
C = AB ist definiert durch

n
Cik = Z a,-jbjk
j=1

Das macht ©(n3) Additionen und Multiplikationen.
Matrizen kann man blockweise multiplizieren:

A B E F\ (AE+BG AF+BH

Cc D G H) \ CE+DG CF+DH
Die “kleinen” Produkte AB sind hier selbst wieder
Matrizenprodukte.

Die blockweise Multiplikation fiihrt auf dasselbe Ergebnis, wie die
direkte Verwendung der Definition.
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Matrizenmultiplikation mit divide-and-conquer

T(n) = Anzahl der Operationen erforderlich zur Multiplikation zweier n

Es ist mit divide-and-conquer:
T(n) =8T(n/2) + ©(n?)

Es ist log,(8) = 3 und ©(n?) = O(n37¢), z.B. mit e = 1, also
T(n) = ©(n?).

Keine Verbesserung, da auch die direkte Verwendung der
Definition ©(n%) Rechenoperationen (©(n3) Multiplikationen,
O(n?) Additionen.)
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STRASSENS erstaunlicher Algorithmus

(¢o)len)=(77)

wobei (V. STRASSENS geniale Idee):

R=Ps+ Ps— P>+ Ps S=P1+P

T =P34+ Py, U=Ps+ P, —P3—P;
Py = A(F — H) P»=(A+B)H

P; = (C + D)E Py = D(G — E)

Ps = (A+ D)(E + H) Ps = (B —D)(G+ H)

Pr= (A~ C)(E+F)
Nunmehr ist
T(n) =7T(n/2) + ©(n?)
Also: T(n) = @(n|°g2(7)) = O(n?®Y).
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