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Graphalgorithmen

Grundlegendes
— Représentation von Graphen

— Breiten- und Tiefensuche

e Minimale Spannbdume
— Algorithmus von Kruskal

— Algorithmus von Prim

o Kiirzeste Wege
— Algorithmus von Dijkstra
— Bellman-Ford-Algorithmus
— Floyd-Warshall-Algorithmus

e Maximierung von Fliissen

— Ford-Fulkerson-Algorithmus.
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Reprasentation von Graphen

Graph G = (V, E), wobei E CV x V (gerichteter Graph)
bzw. EE C (‘2/) (ungerichteter Graph).

Adjazenzlisten

Fiir jeden Knoten v € V' werden in einer verketteten Liste Adj|v]
alle Nachbarn v mit (v,u) € E  (bzw. mit {v,u} € E) gespeichert.

Platzbedarf: O(|V| + |E|)

Adjazenzmatrix

Es wird eine |V| x |V|-Matrix A = (a;;) gespeichert, mit

a;; =1 genau dann, wenn (v;,v;) € E .

Platzbedarf: O(|V|?)
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Breitensuche

Gegeben:  Graph G (als Adjazenzlisten), ausgezeichneter Startknoten s € V.

Gesucht fiir jeden Knoten v € V:  kiirzester Pfad zu s plus Distanz d|v].

Initialisiere 7|v] = NIL und d[v] = oo fiir alle v € V.

Setze d[s] = 0 und speichere s in einer FIFO-queue Q.

while Q # (
do v + dequeue(Q)
for each u € Adj[v] with d[u] = oo
do d[u] « d[v] + 1
mlu] — v

enqueue(Q, v)
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Tiefensuche

Depth-First-Search (DFS):

Sucht jeden Knoten einmal auf, sondert eine Teilmenge der Kanten aus, die
einen Wald (den DFS-Wald) bilden.

Hilfsmittel Farbung:

o Weif3 = noch nicht besucht.

e Grau = schon besucht, aber noch nicht abgefertigt

e Schwarz = abgefertigt, d.h. der gesamte von hier erreichbere Teil

wurde durchsucht.

Speichert auflerdem fiir jeden Knoten v:

e Zeitpunkt des ersten Besuchs d[v] (discovery time)

e Zeitpunkt der Abfertigung f[v] (finishing time)
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Tiefensuche: Pseudocode

DFS(G)

initialisiere color|v] < white und 7[v] < NIL fiir alle v € V
ttme «— 0
for each v e V
do if color|v] = white
then DFS-VisiT(G,v)

DFS-VisiT(G, v)

color|v] < grey
du] < (time <« time + 1)
for each u € Adj|v] with color|v] = white
do 7[u] «— v
DFS-VisiT(G, u)
color|v] < black
flv] < (time <« time + 1)
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Klassifikation der Kanten

Durch DFS werden die Kanten eines Graphen in die folgenden vier Typen

klassifiziert.

e Baumkanten sind sie Kanten des DFS-Waldes, also (u,v) mit 7[v] = u.

Kennzeichen: Beim ersten Durchlaufen ist v weif3.

e Riickwirtskanten (u,v), wo v Vorfahre von u im DFS-Wald ist.

Kennzeichen: Beim ersten Durchlaufen ist v grau.

e Vorwirtskanten (u,v), wo v Nachkomme von v im DFS-Wald ist.

Kennzeichen: Beim ersten Durchlaufen ist v schwarz, und d[u] < d[v].

e Querkanten sind alle iibrigen Kanten.

Kennzeichen: Beim ersten Durchlaufen ist v schwarz, und d[u] > d[v].

Bei ungerichteten Graphen kommen nur Baum- und Riickwértskanten vor.
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Topologische Sortierung

Eine topologische Ordnung eines gerichteten, azyklischen Graphen (dag) ist eine
lineare Ordnung der Knoten

V1 <2 < ... <17y

so dass fiir jede Kante (u,v) € F gilt u < v.

Lemma: Ein gerichteter Graph ist genau dann azyklisch, wenn bei DFS keine
Riickwartskanten entstehen.

Satz: Eine topologische Ordnung auf einem dag G erhéilt man durch absteigende
Sortierung nach den finishing times f[v] nach Ausfiihrung von DFS(G).
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Minimale Spannbiume

Gegeben:  Zusammenhéngender, ungerichteter Graph G = (V, F),
Gewichtsfunktion w : £ — R.

Gesucht:  Minimaler Spannbaum 7" C E mit:
e T’ ist azyklisch.

e T spannt den Graphen auf: je zwei Knoten u,v € V sind durch einen Pfad in T’

verbunden.

e Gewicht )  w(e) ist minimal.
ecT

Vorgehensweise:  Beginne mit A = (), fiige dann der Reihe nach Kanten hinzu,

die sicher fiir A sind.

Definition:  Sei A C FE Teilmenge eines Minimalen Spannbaumes.
Kante e heifit sicher fiir A, falls es A U {e} Teilmenge eines Minimalen

Spannbaumes ist.
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Finden sicherer Kanten

Definition: Fiir S C V und e € F sagen wir e kreuzt .S,
falls e = {u,v} mit ue Sund v e V'\ S.

Satz: Sei A Teilmenge eines minimalen Spannbaumes,
sei S C V mit der Eigenschaft: keine Kante in A kreuzt S,

und sei e eine Kante minimalen Gewichtes, die S kreuzt.

Dann ist e sicher fiir A.

Insbesondere: Ist e eine Kante minimalen Gewichts, die zwei

Zusammenhangskomponenten von A verbindet, so ist e sicher fiir A.
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Der Algorithmus von Kruskal

Benutzt eine UNION-FIND-Datenstruktur.
e Setze A := ().
e Rufe MAKE-SET(v) fiir jeden Knoten v € V' auf.

e Sortiere die Kanten aufsteigend nach Gewicht.

Fiir jede Kante e = {u, v}, in der sortierten Reihenfolge, priife ob
FIND-SET(u) # FIND-SET(v).

e Falls ja, fiige e zu A hinzu, und rufe UNION(u, v) auf, sonst weiter.

Komplexitit:

e Initialisierung: O(|V])

e Sortieren: O(|E|log|E|)

e O(|FE|) Schleifendurchliufe, amortisierte Komplexitit O(|F|log™ |E|).
Also insgesamt: O(|E|log |E|).
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Der Algorithmus von Prim

Benutzt eine Priority-Queue ().
e Eingabe: G mit Gewichtsfunktion w und r € V.
e Initialisiere @ mit allen v € V, mit key[v] = occ.
e Setze key|r| < 0 und 7|r| « NIL.

e Solange @ nicht leer ist, setze v + EXTRACT-MIN(Q):

Fiir alle Nachbarn u € Adj[v], die noch in @ sind, und fiir die
w({u,v}) < keylu] ist, setze w|u| «— v und keylu] «— w({u,v}).

Komplexitit mit () als Heap:
e Initialisierung (BuiLbD-HEAP) O(|V])
e O(|V|) Durchléufe der while-Schleife, jeweils mit EXTRACT-MIN (O(log |V])).

e insgesamt O(|FE|) Durchldufe der for-Schleife, jeweils mit DECREASE-KEY
(O(log [V]))-

Also insgesamt: O(|E|log|V|). Bessere Implementierung mit O(|E|+ |V|log|V]|).
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Kiirzeste Wege

Gegeben:  gerichteter Graph G = (V, F) mit Kantengewichten w : £ — R.
Weg (oder Pfad) von vy nach vy:

p = (vo,...,vx) mit (v;,v,41) € F fiir alle i < k.
Schreibweise: p : vg ~» v

Gewicht des Weges p:

k
E w Uz 17Uz
=1

Minimaldistanz von v nach v:

min{w(p) ; p:u~ v} falls v von u erreichbar ist,
o(u,v) =

o sonst.

Kiirzester Weg von u nach v:

Pfad p : u ~ v mit w(p) = d(u,v).
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Eigenschaften kiirzester Wege

Problem: Gibt es einen negativen Zyklus p : v ~ v mit w(p) < 0, so ist
d(u,u") nicht wohldefiniert, falls es einen Weg von u nach u’ iiber v gibt.

Algorithmen fiir kiirzeste Wege von einem Startpunkt s:

Dijkstra: nimmt an, dass w(e) > 0 fiir alle e € E.

Bellman-Ford: Entdeckt die Prédsenz negativer Zyklen, und liefert korrekte
kiirzeste Wege, falls es keinen gibt.

Optimale Teillosungen: Ist p = (vg, ..., v) ein kiirzester Weg von vg nach vy, so ist
fiir alle 0 <17 < 5 < k der Pfad

pij = <U¢,...,Uj>

ein kiirzester Weg von v; nach v;.

Daher reicht es zur Angabe eines kiirzesten Weges von s zu v fiir alle v € V, fiir

jeden Knoten v # s einen Vorgénger m[v] anzugeben.
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Relaxation

Algorithmen halten fiir jedes v € V' eine Abschatzung d[v] > §(s,v) und einen
vorldufigen Vorgénger |v].

INITIALIZE(G, s): setze d[v] « oo und w[v] «— NIL fiir alle v € V', und d[s]| < 0.

RELAX(u, v, w): teste, ob der bisher gefundene kiirzeste Pfad zu v durch die Kante
(u,v) verbessert werden kann:
if d[v] > d[u] + w((u,v))
then d[v] < d[u] + w((u,v))
m[v] — u
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Eigenschaften der Relaxation

Lemma: Wird fiir einen Graphen G und s € V erst INITIALIZE(G, s), und dann
eine beliebige Folge von RELAX(u, v, w) fiir Kanten (u,v) ausgefiihrt, so gelten die

folgenden Invarianten:
1. dlv] > §(s,v) fiir alle v € V.
2. Ist irgendwann d[v] = (s, v), so dndert sich d[v] nicht mehr.
3. Ist v nicht errreichbar von s, so ist d[v] = d(s,v) = 0.

4. Gibt es einen kiirzesten Pfad von s zu v, der in der Kante (u,v) endet, und ist
dlu] = (s, u) vor dem Aufruf Relax(u,v,w), so ist danach d[v] = (s, v).

5. Enthélt G keinen negativen Zyklus, so ist der Teilgraph
Gr=(V,Er) wobei  E. :={(x[v],v),v € V}

ein Baum mit Wurzel s.

Lemma: Gilt nach einer Folge von RELAX(u, v, w), dass d[v] = (s, v) fir alle
v € V ist, so enthélt der Baum G, fiir jeden Knoten v einen kiirzesten Pfad zu s.
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Der Algorithmus von Dijkstra

Benutzt eine priority queue @, die Knoten v € V' mit Schliissel d[v] hélt,
und eine dynamische Menge S.

DIKSTRA(G, w, s)
e Rufe INITIALIZE(G, s) auf, setze S «+ @ und Q « V.
e Solange @ # () ist, setze u «— EXTRACT-MIN(Q) und fiige u zu S hinzu.

e Fiir jedes v € Adj[u] fithre Relax(u, v, w) aus.
(Bemerke: dies beinhaltet DECREASE-KEY-Operationen.)
Anschliessend néchste Iteration.

Korrektheit:

Nach Ausfithrung von DIJKSTRA(G, w, s) ist d[v] = d(s,v) fir alle v € V.

Komplexitiat: Hingt von der Realisierung der queue @ ab. (Vgl. Prim)

Als Liste:  O(|V?) Als Heap: O(|E|log|V])
Als Fibonacci-Heap:  O(|V]log |V | + |E]).
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Kiirzeste Wege in dags

Negative Kantengewichte erlaubt, da es keine Zyklen gibt.
e Sortiere V' topologisch.
e Rufe Initialize(G, s) auf.

e Fiir jeden Knoten u € V in der sortierten Reihenfolge:

Rufe RELAX(u, v, w) fiir jedes v € Adj[u| auf.

Korrektheit:

Nach Ausfithrung des Algorithmus ist d[v] = (s, v) fiir jedes v € V.

Komplexitit:

Topologisches Sortieren: Tiefensuche O(|V| + |E|),
RELAX wird |E| mal aufgerufen, braucht hier nur O(1).

Insgesamt: O(|V| + |E]).
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Der Algorithmus von Bellman-Ford

BELLMANN-FORD(G, w, )
e Rufe INITIALIZE(G, s) auf.

e Wiederhole |V| — 1 mal:

Fiir jede Kante (u,v) € E rufe RELAX(u, v, w) auf.
e Fiir jede Kante (u,v) € E, teste ob d[v] > d[u] + w(u,v) ist.

e Falls ja fiir eine Kante, drucke “negativer Zyklus vorhanden”,
sonst brich mit Erfolg ab.

Korrektheit: Nach Ausfithrung von BELLMANN-FORD(G, w, s) gilt:

Ist kein negativer Zyklus von s erreichbar, dann ist
d[v] = é(s,v) fiir alle v € V', und der Algorithmus terminiert erfolgreich.

Andernfalls ist wird der negative Zyklus durch den Test entdeckt.

Komplexitit ist offenbar O(|V |- |E|).
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Kiirzeste Wege zwischen allen Paaren

Aufgabe: Berechne §(¢, j) fiir alle Paare i,5 € V ={1,...,n}.
Kantengewichte in Matrix W = (w; ;), mit w; ; = 0.

Dynamische Programmierung: Berechne rekursiv die Werte

dz(-?) = minimales Gewicht eines Weges von 7 zu j, der m Kanten lang ist.

0O fallsi=19
0) _ J
d%j'_

o0  sonst

d™) = min (d§§—1>, min(dy Y + ”LUk,j))

Keine negativen Zyklen ~»  §(¢,7) = dg?}_l) = d,g:';) fiir alle m > n — 1.
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Kiirzeste Wege und Matrizenmultiplikation

Betrachte Matrizen D(™) = (dﬁ?)) Es gilt
pm) — pm=1) oy

wobei ® eine Art Multiplikation ist mit min=>)_ und + = X.
Matrix D™= = (§(i, j)) kann ausgerechnet werden in Zeit ©(n?).

Bessere Methode durch iteriertes Quadrieren:

Da fiir m > n — 1 gilt D™ = D=1 und ® assoziativ, berechne
p@E ™I _ pi-1) pmigtels

DU =W
D@k — D) o pk)

Zeitkomplexitit: nur ©(n?logn).
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Der Algorithmus von Floyd-Warshall

Betrachte Weg von ¢ nach j:

(i =v0,v1,...,0—1,V¢ = J)

Knoten v, ...,vy_1 sind die Zwischenknoten.

Dynamische Programmierung: Berechne rekursiv die Werte

dz(. j) = minimales Gewicht eines Weges von 7 zu j, der nur Zwischenknoten

{1,...,k} verwendet.

d*) = min(aV a7 1 al )

2¥)

Klar: §(i,5) = d(n)

Matrix D™ = (dEZ)) = (0(i, 7)) kann in Zeit ©(n?) berechnet werden.
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F'liisse in Netzwerken

Gegeben: gerichteter Graph G = (V, F) mit Quelle s € V und Senke ¢t € V,
fir (u,v) € E Kapazitit c(u,v) > 0. Fiir (u,v) ¢ E sei c(u,v) = 0.

Gesucht: Ein Fluss durch G: Funktion f:V x V — R mit
L f(u,v) < c(u,v)

2. f(’U,, U) — _f(va U)
3. Fir alle u € V' \ {s,t}:

Zf(u,v) =0

veV

Wert des Flusses f
=) fs,v)

veV

soll maximiert weden.
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Eigenschaften von Fliissen

Fir X,Y CVsel f(X,Y) =2 cx D ey f(z,y)
Eigenschaft 3 lautet: f(u,V) = 0.

Lemma: Fiir alle X, Y, Z CV mit Y N Z = () gilt:
e f(X,X)=0
o [(X)Y)=—f(Y,X)
e f(X,2YUZ)=f(X,Y)+ f(X,2)

e fYUZ X)=f(Y,X)+ f(Z,X)
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Restnetzwerke und Erweiterungspfade

Sei f ein Fluss in einem Netzwerk G = (V, E') mit Kapazitét c.
Fiir u,v € V ist die Restkapazitit cy(u,v) = c(u,v) — f(u,v).
Das Restnetzwerk Gy = (V, Ey) ist gegeben durch

Ey :={(u,v); cf(u,v) >0} .

Lemma: Ist f’ ein Fluss in Gy, so ist f + f’ ein Fluss in G mit Wert |f| + | f].

Ein Weg p : s ~ ¢t in G ist ein Erweiterungspfad, seine Restkapazitét ist

cf(p) = min{cs(u,v) ; (u,v) Kante in p}
Fiir einen Erweiterungspfad p definiere

(cf(p) (u,v) in p
fp(u,v) = § —cp(p) (v,u)inp

0 sonst

\

Dann ist f, ein Fluss in Gy.
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Das Max-Flow-Min-Cut Theorem

Ein Schnitt in G ist eine Zerlegung (S,7) mit s€ SCV undteT =V \S.
Lemma: Ist (S,T) ein Schnitt, so ist f(S,T) = | f|.

Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. f ist ein maximaler Fluss in G.
2. Im Restnetzwerk Gy gibt es keinen Erweiterungspfad.
3. |f| =¢(S,T) fiir einen Schnitt (S, 7).
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Die Ford-Fulkerson-Methode

FORD-FULKERSON(G, s,t, c)
e Initialisiere f(u,v) =0 fur alle u,v € V.

e Solange es einen Erweiterungspfad p in G gibt:

Setze fiir jede Kante (u,v) in p

flu,v) = flu,v) +c¢(p) 5 fv,u) — —f(u,0)
Korrektheit folgt aus dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem.

Komplexitit hangt davon ab, wie man nach Erweiterungspfaden sucht.

Ist c(z,y) € N fiir alle (z,y) € E, so ist die Laufzeit O(|E| - |f*]), fiir einen

maximalen Fluss f*.
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Der Algorithmus von Edmonds-Karp

Algorithmus von Edmonds-Karp:

Suche bei Ford-Fulkerson Erweiterungspfade mittels Breitensuche in G.

Fiir v € V, sei §7(s,v) die Minimaldistanz von s zu v in Gy.

Lemma: Beim Ablauf des Algorithmus von Edmonds-Karp ist d¢(s, v) fiir jeden
Knoten v € V' \ {s,t} monoton fallend.

Satz: Die Zahl der Iterationen der dufleren Schleife beim Algorithmus von
Edmonds-Karp ist O(|V] - |E|).

Damit: Laufzeit ist O(|V] - |E|?).
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Anwendung: Maximale Matchings

Sei G = (V, F) ein ungerichteter Graph. Ein Matching in G ist M C F mit

e1Ney =10 fiir alle e;,eq € M .

Aufgabe: Gegeben ein bipartiter Graph G = (V, F) mit V = L U R und
E C L x R, finde ein Matching maximaler Groéfie.

Idee: Betrachte G’ = (V', E’), wobei V! =V U{s,t}, und
E'=FEU{(s,0); L€ L} U{(r,t); r € R}

mit Kapazitit c(e) =1 fiir alle e € E'.

Beobachtung: Jedes Matching M in G entspricht einem ganzzahligen Fluss in G’
mit | f| = |M|, und umgekehrt.

Satz: Ist die Kapazitatsfunktion ¢ ganzzahlig, so ist auch der mit der

Ford-Fulkerson-Methode gefundene maximale Fluss ganzzahlig.
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