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1. Kom ih�ag att f(n) �ar O(g(n)) omm det �nns positiva konstanter 
; n

0

s�a att

f(n) � 
g(n) f�or alla n � n

0

.

(a) i. Funktionen f(n) = n

2

+ n + 1 �ar O(n

2

) eftersom n

2

+ n + 1 � 3n

2

f�or alla n � 1. Konstanterna i de�nitionen ovan kan allts�a v�aljas till


 = 3 o
h n

0

= 1.

ii. Funktionen f(n) = n

2

�ar O(n

2

+n+1) eftersom n

2

� n

2

+n+1 f�or

alla n � 0. H�ar �ar 
 = 1 o
h n

0

= 0.

iii. Funktionen f(n) = n logn �ar inte O(n + logn). Vi beh�over visa att

f�or alla positiva 
; n

0

�nns det n � n

0

s�a att n logn > 
(n + logn).

Men eftersom n+ logn < 2n r�a
ker det med att hitta n � n

0

s�a att

n logn > 2
n. Detta g�aller om logn > 2
 vilket �ar fallet om n > 2

2


.

iv. Funktionen f(n) = n+logn �ar O(n logn) eftersom n+logn < 2n �

n logn om 2 � logn, dvs om n � 4. H�ar �ar 
 = 1 o
h n

0

= 4.

v. Funktionen f(n) =

p

n �ar inte O(log n). Vi beh�over visa att f�or alla

positiva 
; n

0

�nns det n � n

0

s�a att

p

n > 
 logn. Men om vi s�atter

k =

p

n ser vi att detta �ar ekvivalent med att �nna k � k

0

=

p

n

0

s�a att k > 
 log k

2

= 2
 log k. Men detta kan vi g�ora eftersom k inte

�ar O(log k).

vi. Funktionen f(n) = logn �ar O(

p

n) eftersom logn = 2 log

p

n < 2

p

n

eftersom log k < k. V�alj allts�a 
 = 2 o
h n

0

= 0 t.ex.

(b) Den yttre for-loopen exekveras n g�anger o
h den inre exekveras

n+ (n� 1) + � � �+ 2 + 1 =

n(n+ 1)

2

g�anger. Antag att det tar k

0

tidsenheter att terminera den yttre loopen,

maximalt k

1

tidsenheter att exekvera varje iteration i den yttre loopen

(inklusive den tid det tar att terminera den inre loopen), samt k

2

tid-

senheter att exekvera satserna i den inre loopen d�ar k

0

; k

1

o
h k

2

�ar

konstanter oberoende av n. Allts�a �ar sammanlagda tids�atg�angen

f(n) � k

0

+ k

1

n+ k

2

n(n+ 1)

2

Men f(n) �ar O(n

2

) eftersom

k

0

+ k

1

n+ k

2

n(n+ 1)

2

� (k

0

+ k

1

)n

2

+

k

2

2

(4n

2

) = (k

0

+ k

1

+ 2k

2

)n

2

om n � 1.

1



2. (a) import java.util.NoSu
hElementEx
eption;

publi
 
lass Link {

publi
 Obje
t elem;

publi
 Link next;

publi
 Link (Obje
t a, Link l) {

elem = a;

next = l;

}

}

publi
 
lass SinglyLinked implements List {

private Link first;

private Link last;

publi
 void nil () {

first = last = null;

}

publi
 void push (Obje
t a) {

first = new Link(a,first);

if (last == null) last = first;

}

publi
 Obje
t top () {

if (isEmpty()) throw new NoSu
hElementEx
eption();

return first.elem;

}

publi
 void pop () {

if (isEmpty()) throw new NoSu
hElementEx
eption();

first = first.next;

if (first == null) last = null;

}

publi
 boolean isEmpty () {

return first == null;

}

publi
 void addLast (Obje
t a) {

Link aLink = new Link(a,null);

if (isEmpty()) {first = last = aLink;}

else {last.next = aLink; last = last.next;}

}

publi
 void append (List bs) {

while (! bs.isEmpty()) {

addLast(bs.top());

bs.pop();

}

}

}



(b)

----------------

| first | last | -----------

---------------- |

| |

| |

V V

-------- -------- --------

| | ---> | | ----> | | ----> null

--|----- --|----- --|-----

| | |

V V V

1 2 3

(
) Alla operationerna utom append i gr�anssnittet �ar O(1). Varje operation

har en maximal exekveringstid som �ar oberoende av m o
h n.

Exekveringstiden f�or append �ar O(n) eftersom den g�or en iteration f�or

varje element i listan bs. Exekveringstiden f�or varje iteration �ar O(1)

under f�oruts�attning att exekveringstiderna f�or top o
h pop p�a bs �ar

oberoende av O(1)

3. (a) Vi f�ar f�oljande hashkoder h(i) f�or de 11 v�ardena p�a i

i : 12 44 13 88 23 94 11 39 20 16 5

h(i) : 7 5 9 5 7 6 5 6 1 4 4

Om vi anv�ander hashning med hinkar f�ar vi allts�a f�oljande inneh�all i

hinkarna

11

5 88 39 23

20 16 44 94 12 13

hink : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Hinkarna har h�ar fyllts p�a nerifr�an o
h upp.

(b) Med �oppen hashning f�ar vi f�oljande h�andelsef�orlopp:

12 - l�aggs direkt i 
ell 7.

44 - l�aggs direkt i 
ell 5.

13 - l�aggs direkt i 
ell 9.

88 - 
ell 5 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 6.

23 - 
ell 7 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 8.

94 - 
ell 6 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 10.

11 - 
ell 5 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 0.

39 - 
ell 6 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 1.

20 - 
ell 1 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 2.

16 - l�aggs direkt i 
ell 4.

5 - 
ell 4 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 3.

(
) N�ar man s�atter in element i ett AVL-tr�ad anv�ander man sig f�orst av algo-

ritmen f�or ins�attning i ett allm�ant bin�art s�oktr�ad. Om det resulterande

bin�ara s�oktr�adet ej �ar h�ojdbalanserat genomf�or man trenodsomstruk-

tureringar f�or att �aterst�alla balansen o
h f�a ett korrekt AVL-tr�ad.



Vi g�or su

essiva ins�attningar o
h visar bara de situationer d�a vi beh�over

�aterst�alla balansen.

Efter ins�attning av 12, 44 o
h 13 f�ar vi f�oljande tr�ad:

12

\

44

/

13

Trenodsomstrukturing (av 12-44-13) ger:

13

/ \

12 44

Efter ins�attning av 88, 23 o
h 94 f�ar vi:

13

/ \

12 44

/ \

23 88

\

94

Trenodsomstrukturering av 13-44-88 ger:

44

/ \

13 88

/ \ \

12 23 94

Efter ins�attning av 11, 39, 20 o
h 16 f�ar vi:

44

/ \

13 88

/ \ \

12 23 94

/ / \

11 20 39

/

16

Trenodsomstrukturering av 44-13-23 ger:

23

/ \

13 44

/ \ / \

12 20 39 88

/ / \

11 16 94



Slutligen s�atter vi in 5 o
h f�ar:

23

/ \

13 44

/ \ / \

12 20 39 88

/ / \

11 16 94

/

5

Trenodsomstrukturering av 12-11-5 ger:

23

/ \

13 44

/ \ / \

11 20 39 88

/ \ / \

5 12 16 94

(d) Vi f�ar f�oljande skip-lista

11

11 20 88

11 13 16 20 39 88

5 11 12 13 16 20 23 39 44 88 94

Se Budd sid 224-225 f�or en f�orklaring av pekarstrukturen som o
ks�a ska

�nnas med i ett korrekt svar.

4. (a) En rekursiv de�nition ser ut s�a h�ar.

Ett bin�art tr�ad har heapegenskapen omm (i) v�anstra deltr�adet �ar tomt

eller annars om roten �ar mindre �an eller lika med sitt v�anstra barn o
h

v�anstra deltr�adet har heapegenskapen samt om (ii) h�ogra deltr�adet �ar

tomt eller annars om roten �ar mindre �an eller lika med sitt h�ogra barn

o
h h�ogra deltr�adet har heapegenskapen.

Vi visar h�ar hur man kan g�ora en implementering i Java av denna de�-

nition f�orutsatt att vi har f�oljande gr�anssnitt f�or en abstrakt datatyp av

bin�ara tr�ad med heltal i noderna.

interfa
e BinTree {

publi
 int root ();

publi
 BinTree left ();

publi
 BinTree right ();

publi
 boolean isEmpty ();

}

D�a kan vi skriva isHeap-programmet p�a f�oljande s�att

publi
 
lass isHeap {

publi
 boolean isHeap (BinTree t) {

if (t.isEmpty()) return true;

BinTree tleft = t.left();

BinTree tright = t.right();

boolean leftOk = true;

boolean rightOk = true;



if (! tleft.isEmpty())

leftOk = t.root() <= tleft.root() && isHeap(tleft);

if (! tright.isEmpty())

rightOk = t.root() <= tright.root() && isHeap(tright);

return leftOk && rightOk;

}

}

(Koden testar som sig b�or heap-egenskapen med avseende p�a � i st�allet

f�or < som det st�ar i uppgiften.)

Svar i pseudokod som t ex approximerar ovanst�aende kod v�al godk�anns

o
ks�a.

(b) Exekveringstiden f�or isHeap(t) �ar O(n) om n �ar antalet noder i tr�adet.

Man ser att tiden f(n) f�or att ber�akna isHeap(t) �ar summan av den

tid det tar att utf�ora de tv�a rekursiva anropen o
h den maximala tid k

(oberoende av n) det tar att exekvera �ovriga instruktioner. Vi har h�ar

f�orutsatt att alla operationerna i gr�anssnittet �ar implementerade s�a att

deras exekveringstid �ar O(1). D�arf�or �ar f(n) � kn.

5. (a) Listor med identiska element.

Insertion sort �ar O(n) eftersom listan redan �ar sorterad o
h vi beh�over

d�arf�or bara utf�ora en j�amf�orelse vid varje ins�attning, dvs en iteration

av den inre loopen.

Merge sort �ar O(n logn). Analysen av mergesort �ar likadan som om

indata �ar en godty
klig lista. (Se sid 163-165 i Budd.)

Qui
ksort �ar O(n

2

). Pivotelementet �ar 1 o
h alla andra element kom-

mer att hamna i den h�ogra partitionen � 1. D�arf�or redu
eras prob-

lemet att sortera n element bara till att sortera n � 1 element.

Tidskomplexiteten ges d�arf�or av en aritmetisk serie liknande den

i uppgift 1(b) o
h �ar allts�a O(n

2

).

Counting sort �arO(m+n) (d�arm v�ar antalet v�arden som kan f�orekomma

i indata) oberoende av hur indata ser ut. Om vi dessutom antar att

m �ar en konstant � 1 s�a kan vi f�orenkla svaret till O(n).

(b) Listor med n alternerande element. Vi antar att n �ar ett j�amt tal.

Insertion sort �ar O(n

2

). Vi utf�or h�ar

1 + 1 + 2 + 1 + 3+ � � �+ 1 +

n

2

=

n

2

+

n

2

X

i=1

i

j�amf�orelser (iterationer av den inre loopen). Antalet j�amf�orelser kan

allts�a best�ammas till O(n

2

) efter ett liknande resonemang som i 1(b).

Merge sort �ar O(n logn). Analysen av mergesort �ar likadan som om

indata �ar en godty
klig lista.

Qui
ksort �ar O(n

2

). H�ar kan det vara till hj�alp att illustrera med

ett fall, t ex n = 8. Vi visar de tv�a f�orsta mellanresultaten efter

partiotioneringarna o
h markerar pivotelementen med p:

1p 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 2p 2 2 2

Vi har h�ar allts�a redu
erat problemet till att sortera tv�a listor med

l�angden 3 med identiska element. I allm�anhet redu
erar allts�a denna

version av qui
ksort problemet att sortera en lista med n alternerande



element till problemet att sortera tv�a listor med vardera

n

2

� 1 iden-

tiska element. Eftersom varje s�adan sortering �ar O(n

2

) enligt (a)

blir svaret O(n

2

).

Counting sort �ar O(m + n). Om vi dessutom antar att m �ar en kon-

stant � 2 s�a kan vi f�orenkla svaret till O(n).


