Kapitel 2

Mangdlara

2.1 Mangder

Vi har redan stott pa begreppet méngd. Med en mdngd menar vi en wvdl-
definierad samling av objekt eller element. Ordet "véldefinierad” syftar
pd att man for varje tdnkbart objekt = otvetydigt skall kunna avgora
om z hor till méngden eller ej. Att bara sidga att en mingd &r en sam-
ling element &r inte sa problemfritt som man skulle kunna tro; vad som
ser ut att vara en méngd kan istéllet vara en paradox pa samma sétt
som "pastaendet” "detta pastaende &dr falskt” ar en paradox och inte en
logisk utsaga. Ett problem ligger i att elementen i en méngd sjélva kan
vara méangder. Ibland kan en méangd till och med vara ett element i sig
sjalv. Man kan till exempel tédnka sig mangden av alla méangder. Med
detta som grund kan man skapa paradoxer. Bilda till exempel "méing-
den” A som méngden av alla méngder som inte &r element i sig sjdlva.
Mer precist: A d&r mingden som bestér av alla mangder B som &r sada-
na att B inte &r ett element i B. Lat oss nu fraga oss om A sjilv ar ett
element i A. D& far vi en paradox: Om A inte tillhor A, sa foljer att A
tillhér A per definition av A. Om A tillhor A, sa foljer att A inte tillhor
A av samma skil. Paradoxer av denna typ utvecklades under senare
delen av 1800-talet av den italienske logikern Burali-Forti och senare
ocksd av Bertrand Russell. Detta péakallade en utveckling av méngd-
lairan som ett axiomatiskt system dér paradoxer undviks. Det finns
flera olika sédana system: Zermelo-Fraenkel-von Neumann-systemet,
Godel-Hilbert-Bernay-systemet, Russell-Whitehead-systemet. Vi gar i
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den hér framstéllningen inte in pa nagot av detta utan sopar problemet
med en rigords definition av méngdbegreppet under mattan genom att
helt enkelt sdga att en méngd &r en wvdldefinierad samling element. Vi
kommer inte att stéta pa problem pa grund av detta.

Miéngdliaran kan, liksom logiken, egentligen inte ségas vara en del av
matematiken utan &r, ocksa liksom logiken, en forutsittning fér mate-
matiken. De &r bada en del av matematikens struktur och sprak. Vi
har redan sett att mangdbegreppet dyker upp i en del av matematikens
axiom.

Det enklaste séttet att ange en (inte alltfor stor) méngd &r att helt
enkelt lista deras element inom klamrar. Exempelvis dr {1,2,3} méng-
den som har talen 1, 2 och 3 som element, medan {Maria, Anna, Peter,
Goran} dr méngden som har namnen Maria, Anna, Peter och Goéran
som element. Méangder ar dock ofta stora eller till och med odndliga
och da brukar man ange dem genom att utnyttja ett monster eller helt
enkelt tala om vilka element méngden har. Exempelvis kan méngden
Z 4 av alla positiva heltal anges som

{1,2,3,4,...}

eller helt enkelt bara som just "méngden av positiva heltal”. Ett annat
exempel dr mingden av bokstédver i det svenska alfabetet som vi kan
ange som

{a,b,c,...,z,8,4,0}.

Ett tredje exempel dr méngden av alla svenska medborgare, en méngd
som knappast kan anges p& annat sétt. I dessa exempel ser vi mangder
som anges av att deras element har en viss egenskap, F. Ett annat séitt
att skriva en sddan méangd dr {z : z har egenskapen F'}. Som exempel
kan vi ta att Zy = {x : = &r ett positivt heltal}.

Man brukar anvinda versaler A, B, C etc som namn p& méngder. Om
z ar ett element i mdngden A s skriver man

reA
vilket utlases som att 7z tillhor A”. Om z inte ar ett element 1 A si

skriver man z ¢ A (d.v.s. ¢ A &r ekvivalent med —[z € A]). For
att koppla ihop detta med logiken noterar vi att = € A &r ett predikat,
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d.v.s. for varje objekt z géller att x € A &r ett pastdende med ett
véldefinierat sanningsvérde.

Exempel. Det finns ett antal talmingder som anvénds ofta i mate-
matiken och som dérfor fatt vedertagna och fasta beteckningar som &r
bra att kdnna till. Vi kommer att anvinda dem flitigt framéver. Hér
foljer en lista 6ver de viktigaste:

= maéingden av reella tal,

= maéangden av komplexa tal,

méngden av rationella tal,
méngden av heltal = {..., -2,-1,0,1,2,...},
méngden av positiva heltal = {1,2,3,...},

méngden av naturliga tal = {0,1,2,...},

R
C
Q
Z
L+
N
) = den tomma méingden = {}.

a

Vi avslutar avsnittet med en praktisk beteckning. Om A &r en #ndlig
méngd sd betecknar man antalet element i A med |A|. Utsagan att
A dr en odndlig méngd kan man da kort skriva |A| = oo. Observera
ocksd i det hir sammanhanget att ett element kan inte “finnas med
flera ganger” i en méngd, s& att t.ex. ar [{1,2,3,2,1}| = 3.

2.2 Delmiangder

DEFINITION. Om A och B dr méngder sddana att det for alla = géiller
att € A = = € B, s séger vi att A dr en delmdngd av B och att A
ar innehdllen eller inkluderad i B och vi skriver

ACB.

Om det bade géller att A C B och B C A, sé sédger vi att A = B. Om
A ar en delméngd av B och A # B, s séger man att A ar en dkta
delméngd av B och skriver A C B.

Anmairkning. Av definitionen fér delméngd s foljer det att A C B
och B C A, d.v.s. A= B, om och endast om det for alla x géller att
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zr€A=>zxe BochzxeB=zx¢e A Med andra ord sd &r A = B om
och endast om 2z € A & 2 € B.

I en del bocker betecknar symbolen ‘C’ delméngd och inte dkta del-
méngd, sd man bor vara lite uppmérksam pé vad som avses. O

Hur gér man da for att visa att en méngd A &r en delméngd i en annan
méangd B? Jo, man kan anvinda definitionen direkt genom att ta ett
godtyckligt element i A och sedan visa att det ocksé finns i B.

Exempel. Vianvinder talméngderna i exemplet ovan till att illustre-
ra delmingdsbegreppet. Forst ser vi att ) C A for alla mingder A,
eftersom z € () aldrig dr uppfyllt s z € ) = z € A oavsett vad A ir.
Sedan inser vi att vi har féljande inklusioner:

Z,CNCZcCcQcRcC

Att Q ar en dkta delméngd till R &r inte sjalvklart. Det ar inte uppen-
bart att det finns reella tal som inte kan skrivas som kvoten mellan tva
heltal. Mot slutet av kapitel 7 om heltalen kommer vi att kunna visa
detta. O

Man har ofta anledning att betrakta speciella delméngder av de reella
talen, ndmligen intervall. Ett intervall &r méngden av tal mellan nagot
minsta virde och nagot storsta virde. Beroende pd om man menar att
de tvéa granspunkterna ska inga i intervallet eller inte formuleras detta
pa olika sétt: Lat a och b vara tva reella tal sddana att a < b. Vi
definierar da ett slutet intervall [a, b] som méangden

[a,b] = {zx € R:a <z < b},
och ett 6ppet intervall (a,b) som méngden
(a,b) ={z € R:a <z < b}.

Med andra ord: Hakparentes betyder "ta med granspunkten” medan
vanlig parentes betyder "ta inte med grianspunkten”. Med den principen
kan man ocksa konstruera de varianter dér den ena granspunkten finns
med men inte den andra, d.v.s.

[a,b) ={x € R:a <z <b}och (a,b] ={z € R:a <z < b}
Andra intervall dr sddana som bara &r begrinsade at ena hallet:

(—o0,a) ={zx € R:z <a}ocha,oc)={z€eR:2z>a}l,
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vilka ocksa forstas forekommer med vanlig parentes vid a’et med precis
den betydelse man tror.

I manga sammanhang &r det naturligt att se de médngder man arbetar
med som delméngder till ndgot universum, U. Om till exempel K &r
méingden av konsonanter i det svenska alfabetet och V' &r méngden
av vokaler dr det naturligt att se dessa som delméngder av mangden
U av alla bokstdver. Om man arbetar med méngderna Z, Z och Q
ar det naturligt att se dessa som delmingder av méngden U = R. |
fortsidttningen kommer vi alltid att se méngder som delméngder till ett
universum.

2.3 Mangdoperatorer

Precis som inom logiken sé finns det ett antal operatorer paA mangder.
Som vi kommer att se sa finns det ett mycket intimt samband mellan
logikoperatorerna och méngdoperatorena. Lat A och B vara tva del-
méngder till ett universum U. Vi definierar féljande méngdoperatorer:

Snitt: ANB={x:2€ AANx € B},

Union: AUB={z:2 € AVz € B},

Méngddifferens: A\ B={x:2 € ANz & B},

Komplement: A°= U\ A,

Symmetrisk méngddifferens: AAB = (A\ B) U (B \ A).

Ett annat ord for "snitt” &r "skdirning”. For att ordentligt ta till sig
vad olika mangdoperatorer verkligen innebdr har man mycket hjilp av
illustrationer, sa kallade Venndiagram. I figur 2.1 illustreras de ovan de-
finierade mangdoperatorerna; de skuggade omradena anger resultatet
av respektive operator.

Négra viktiga rdkneregler for mangdoperatorerna ges i tabellen nedan.
Jamfor denna med tabellen pa sidan 18 med ridkneregler for de logiska
operatorerna. De paminner en del om varandra, eller hur?

Alla rékneregler i tabellen utom den sista, A\ B = AN B¢, har en mot-
svarande regel i tabellen pa sidan 18. For att bevisa rdknereglerna for
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Snitt Union Méangddifferens

Komplement Symmetrisk mangddifferens

Figur 2.1: De olika méngdoperatorerna.

méngdoperatorer s kan man utnyttja dess motsvarighet i logiktabel-
len. Dessa har vi ju redan bevisat sa de kan vi anvinda for att visa nya
satser. Vi bevisar den forsta av deMorgans lagar, (AN B)¢ = A°U B¢,
och ldmnar de 6vriga som har en motsvarande regel i tabellen pa si-
dan 18 som &vning. Alla bevisen foljer exakt samma mdnster.

Vi paminner forst om att for att visa (AN B)°A°U B¢, sa giller det att
visa att z € (ANB)¢ & z € A°U B¢ for alla . Lat x vara ett godtyck-
ligt element i ett universum U. Genom att utnyttja definitionerna av
méngdoperatorerna och den férsta av deMorgans lagar for de logiska
operatorerna sa far vi:

zr€(ANB) & —(zx€eANB)&e ~(re ANz €B)
& a(z€eA)Va(reB)ere AVr e B
& e AU B

Eftersom z var godtyckligt valt sa géller slutsatsen for alla x och det
ar ddrmed bevisat att (AN B)¢ = A°U B°.
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Tabell 2.1: Rikneregler inom méangdlaran.

Regel Namn
ANU=A identitet
Aulb=A

AuU=U dominans
And=0

AUA=U

ANAC=

AUA=A idempotens
ANA=A

(A=A dubbelt komplement
AUB=BUA kommutativitet
ANB=BNA

(AUB)UC =AU (BUCQO) associativitet
(AnNB)NC=ANn(BNCQC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | distributivitet
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQ)

(AN B)¢ = A“UB* deMorgan

(AUB)¢ = A°NB°

A\B=ANB°
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Den sista rakneregeln i tabellen har ingen direkt motsvarighet eftersom
vi inte definierat nadgon motsvarande logisk operator for mangddiffe-
rens. Vi ger darfor ett bevis ocksd av denna. Vi ska visa att A\ B =
ANB¢ d.v.s. x € A\ B om och endast om z € AN B° {or alla z. Vill-
koret € A\ B betyder per definition z € AAz ¢ B. Eftersom z ¢ B
per definition av komplement betyder z € B¢ sa ar detta ekvivalent
med z € AAx € B° Detta i sin tur ar just betydelsen av x € AN BC.
Eftersom z var ett godtyckligt valt element sa géller for alla = att
x € A\ B< z € AN B¢ Diarmed ér det bevisat att A\ B = AN B°.

Innan man borjar forsoka bevisa (eller ge motexempel till) ett pasta-
ende om att tva méingduttryck &r lika &r det en god idé att Gvertyga
sig sjilv om att pastdendet dr korrekt (eller felaktigt). Det ar da en
god hjilp att konstruera tvd Venndiagram dér man ritar den vénstra
méangden i det ena Venndiagrammet och den hogra i det andra. Om
de tva bilderna visar sig illustrera samma mingd &r detta dtminstone
en god indikation pa att pastdendet dr korrekt, medan tva bilder som
visar pa olika méngder i sig utgér ett motexempel mot pastiendet. I
figur 2.2 illusteras den andra av de distributiva lagarna i tabellen pa
sidan 48. Den vénstra bilden har A och B U C ljust skuggade, me-
dan AN (B UC) ar morkt skuggad. P4 den hogra sidan &r méngden
(AN B) U (ANC) morkt skuggad. Man ser att de morkt skuggade
méngderna pa de bigge bilderna stimmer Gverens. Alltsd verkar det
som om att den pastadda likheten &r korrekt.

Det ar frestande att ocksa tro att om den pastadda likheten géller for
bilderna sa géller den ocksa generellt, men tyvarr ar bilderna bara ett
exempel pa hur de ingdende méngderna skulle kunna se ut, medan pa-
staendet géller for alla tinkbara ingdende méngder. Ett rigorost bevis
méste bestd av observationer som géller oavsett hurdana de involvera-
de méangderna rakar vara. Darfor dr ett bevis ddr man enbart anvinder
definitionen av operatorerna och logik definitivt att foredra om man vill
kidnna att man har helt torrt under fotterna. Bevis som bara utnyttjar
bilder ska man alltid vara kritisk till. Bilder &r utmérkta som illustra-
tion, men det ar 1att att lata sig luras av en bild. Logiska argument
kan man diremot alltid kontrollera om de ar korrekta.

En ytterligare méngdoperator som vi kommer att fa anledning att an-
vanda oss av ar den s.k. kartesiska produkten av tvad méangder: Lat
A och B vara mingder. D& dr den kartesiska produkten, A x B, den
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C C

Figur 2.2: Den fjarde likheten fran slutet i tabellen pa sidan 48 illu-
strerad med hjilp av Venndiagram.

méangd som har som element alla ordnade par (a,b) sddana att a € A
och b € B. Med andra ord

Ax B ={(a,b):ac ANb€ B}.

Termen ordnat par betyder helt enkelt att ordningen spelar roll, sa att
(a,b) = (¢,d) om och endast om a = ¢ och b = d. Till exempel ar

(0,1) # (1,0).
Exempel. 1. Talplanet R? &r den kartesiska produkten

RxR={(z,y):x € RAy € R}.

2. Om A = {Nils, Roy} och B = {Anna, Sofie}, s& ar
A x B = {(Nils,Anna), (Nils,Sofie), (Roy,Anna), (Roy,Sofie)}

a

Observera i det forsta exemplet att man skiljer pa paret (z,y) och paret
(y, z); de svarar ju mot olika punkter i planet. En konsekvens av detta
ar att man i allménhet maste skilja pa paren (a,b) och (b, a). Speciellt
om A och B dr olika méngder, sa blir A x B och B x A olika méngder.
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Innan vi lamnar detta kapitel bor vi slutligen kédnna till potensméng-
den, P(A), som &r mangden av alla delmdngder till A. Det hir ar det
forsta exempel vi stoter pad dér en méngd har element som sjélva ar
méngder. Detta ar inget som bor skramma oss; att méngder dr element
i en mingd &r inte konstigare dn att bilar eller ménniskor eller tal ar
det.

Exempel. 1. Om A = {1,2,3} sa ir
P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2, 3}, {1, 2,3} }.
2. Om B = {banan, iipple} si ir
P(B) = {0, {banan}, {dpple}, {banan,ipple}}.

O

I samband med detta ar det pa sin plats att papeka att méngder som
bara innehéaller ett enda element inte ska sammanblandas med elemen-
tet sjilvt. Se till exempel pa det forsta exemplet. I P(A) finns méngden
{1} med som element, men detta betyder inte att talet 1 finns som ele-
ment i denna méngd; talet 1 &r inte samma sak som méngden {1}. En
bra liknelse &r observationen att “en lada som innehéller en hatt ar inte
samma sak som en hatt”.

Lat oss observera att om A &r en dndlig méngd med n element, d. v.s.
|A| = n, s innehaller P(A) precis 2" element. Detta foljer av att om
man ska vilja ut en delméngd B till A sd har man for varje element
a € A tva val; ta med a i B eller ta inte med a i B. Eftersom man har
detta val for varje a i A betyder det nir man gar igenom elementen i A
finns det totalt 2" vigar att ga. Var och en av dessa svarar mot olika
delméngder B. Séledes finns det 2" olika delméngder till A.

2.4 Sammanfattning

Med en mdngd menar vi en wvdildefinierad samling av objekt eller ele-
ment. Ordet "vildefinierad” syftar pa att man for varje tdnkbart objekt
x otvetydigt skall kunna avgoéra om z hor till mangden eller ej. Om x
ar ett element i mdngden A s skriver man

reA
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vilket utlases som att "z tillhor A”. Om z inte ar ett element i A sd
skriver man z ¢ A.

Det enklaste sittet att ange en inte alltfér stor méngd &r att helt
enkelt lista deras element inom klamrar. Mangder som anges av att
deras element har en viss egenskap, F, kan skrivas som {z : z har
egenskapen E}.

Viktiga méangder med speciella beteckningar:

= maéangden av reella tal,

méngden av komplexa tal,

méngden av rationella tal,
méngden av heltal = {..., -2,-1,0,1,2,...},
méngden av positiva heltal = {1,2,3,...},

R
C
Q
Z

7y
N méngden av naturliga tal = {0,1,2,...},
0

= den tomma méngden = {}.

DEFINITION. Om A och B dr méngder sddana att det for alla = géiller
att € A = = € B, s séger vi att A dr en delmdngd av B och att A
ar innehdllen eller inkluderad i B och vi skriver

ACB.

Om det béade géller att A C B och B C A, sé séger vi att A = B. Om
A dr en delmingd av B och A # B, s séger man att A ar en dkta
delméngd av B och skriver A C B.

Ett intervall & méngden av reella tal mellan nagot minsta virde och
nigot storsta virde. Beroende p4 om man menar att de tva granspunk-
terna ska ingd i intervallet eller inte formuleras detta pa olika sétt. Ett
slutet intervall [a, b] 4r méngden

[a,b] ={z € R:a <z < b},
och ett 6ppet intervall méngden

(a,b) ={r € R:a <z < b}.
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Gar dven att ha oppet i en dnda och slutet i den andra.
Viktiga operatorer pa méangder &r:
e Snitt: ANB={z:2€ ANz € B},

e Uniont: AUB={z:2€ AVz e B},

Miéngddifferens: A\ B={z:2 € ANz ¢ B},

Komplement: A°=U \ A,

Symmetrisk méngddifferens: AAB = (A\ B) U (B \ A).
Méngder och relationer mellan dessa kan illustreras med hjélp av s. k.

Venn-diagram.

Den kartesiska produkten av tva mingder A och B ar

Ax B={(a,b):a € ANb € B}.

Potensméngden av en méngd A, P(A), ar mdangden av alla delmdangder

till A.

SATsS  Om A ar en andlig mangd med n element, sd innehdller P(A)
precis 2" element.

2.5 Ovningar
1. Vilka ar elementen i foljande méngder?:
a) {x €724 :7<x <12},
{t €Zy:2>12N2 <7},
{r €Zy:2%>8Az > 8},
(d) {x €Z4:5 <z <9}

2. Lat A = {0,{1},0,{2,3}}. Vilka av f6ljande pastdenden &r san-
na?:

(a) O C A,
(b) 0 € A,
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10.

(c
(d
(e
(f

) 1C A,

) {1} € 4,

) {1} € 4,

) {{1}} € 4,
(g) {1,2,3} C A,

(h) {0,1} € A.

Bevisa ett par av de likheterna i tabellen pa sidan 48 som inte
bevisades i texten.

Om A &r en méngd med med m element och B &r en méngd med
n element, hur ménga element finns det dd i A x B? (Med andra
ord om |A| = m och |B| = n, vad blir d& |A x B|?) Hur manga
element finns det i P(A x B)?

Ar det sant att det for alla mingder A, B och C giller att AN
(B\C) = (ANB)\ (AN C)? Ar det sant att AU (B\ C) =
(AUB)\ (AU C)? Bevisa eller ge motexempel.

Om A C B, vad blirdd ANB, A\ B och AU B?

Antag att A\B = {a,c,k}, B\A={b, f} och ANB = {s,t,v,z}.
Vad ar da A och vad ar B?

Antag att A, B och C &r tre méngder for vilka det giller att
Al =14, |C| =27, |ANB| =4, |ANnC| =6, |[BNC| = 16,
I ANBNC|=3och |AUBUC| =41. Hur manga element finns
det da i B?

Visa att om P(A) = P(B) sé giller att A = B.

Antag att |[A| = a, |B| =boch |AN B| =e¢. Vad dr da |[AU B|?
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Kapitel 3

Funktioner och relationer

3.1 Funktioner

Begreppet funktion har du sdkert stott pa tidigare, exempelvis i gym-
nasiekurser i matematik, fysik och kemi. I en sddan kurs lar man sig
(formodligen) att en funktion &r en regel for att till ett eller flera tal
ordna exakt ett tal. Exempelvis dr funktionen f(z) = 2?2 den regel som
till varje tal = ordnar talet 2, sa att t.ex. f(4) = 16 och f(v/2) = 2.
Ett annat exempel ar funktionen g(a,b) = a+b—+4 som till varje talpar
(a,b) ordnar talet a+b+4, s att t. ex. g(0,0) = 4 och g(4.3,7.2) = 15.5.
Notera speciellt hdr att de specifika bokstdverna x, a och b ar ovikti-
ga, d.v.s. funktionen f i exemplet ovan kan precis lika girna anges
via f(c¢) = ¢? eller via f(r) = r2 etc, och ¢ kan lika girna anges via
9(j,q) =j+q+4

Vi ska hér inte dndra pa gymnasiets tolkning av funktionsbegreppet,
men vi ska gora det en aning mer allmént och knyta ihop det med vad
vii 6vrigt har lart oss. Det allménna funktionsbegreppet dr som foljer:

DEFINITION. En funktion f fran méingden A till mingden B &r en
regel som till varje element a € A ordnar ett entydigt element f(a) i
B.

Lite 16st sagt: Man stoppar in ett element fran A i f och far ut ett
element i B. Att f ar en funktion fran A till B skrivs pa symbolisk
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form som

f:A— B.

Om man vill beteckna vad som hinder med ett element ¢ kan man
skriva

a— f(a)
vilket utlédses som att ”a avbildas pa f(a)”. En illustration till funk-
tionsbegreppet finns i figur 3.1.

A f B

~_ <

Figur 3.1: En illustration av funktionsbegreppet: Punkterna a, ¢, z och
z 1 A avbildas pa punkterna f(a), f(t), f(x) respektive f(z) i B.

Mingden A kallas for f’s definitionsmdngd eller definitionsomrade, me-
dan méngden B kallas for f’s mdlmdngd. Om C ar en delméngd av A
definierar man

f(C)={f(z):z€C}CB,

d.v.s. f(C) ar méngden av alla mdjliga virden av f(z) om z far viljas
fritt i C. Man kallar f(C) for bilden av C. Mingden f(A), d.v.s.
bilden av hela definitionsméngden, kallas for f’s vdrdemdngd och har
ocksa beteckningen V. Observera att f(A) C B, d.v.s. virdeméngden
dr en delméngd till malméngden. Det finns dock inget som sdger att
f(A) = B. (Det kan verka onddigt att halla sig med en méalméngd
som ar storre dr funktionens viardem#ngd. Det finns dock flera skél
till att ibland gora sa, exempelvis behandlar man ibland flera olika
funktioner som pa ett naturligt sitt har samma malméngd, men inte
samma virdeméangd.)
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Anmirkning. Observera att vart funktionsbegrepp ar identiskt med
det som brukar anvindas inom programmering. Definitionsmangden
svarar mot ‘typen’ hos indata och malméangden svarar mot ‘typen’ hos
utdata. O

Ett vanligt sétt att illustrera en viss funktion &r genom att rita dess
graf. Formellt definieras grafen till en funktion f : A — B som del-
méngden

graf(f) = {(z, f(z)) 1z € A} C A x B.

Vi avslutar avsnittet med ett antal exempel som illustrerar de nya
begreppen.

Exempel. Lat A = {Lotta,Maria,Jonas} och lat funktionen f: A —
R ges av de tre personernas lingd i centimeter, s& att f(Lotta) =
164, f(Maria) = 176 och f(Jonas) = 179. Da ar V; = f(A) =
{164,176,179} och exempelvis f({Lotta,Jonas}) = {164,179}. I figur
3.2 finns f’s graf utritad. O

f(x)

A

180+
176+ [ )
172+
168

164+ o

160

| | 'Y

|
T T T
Lotta Maria Jonas

Figur 3.2: Grafen till funktionen given av Lottas, Marias och Jonas
léngd.

Exempel. Lat f: R — Roch g: R — R ges av f(z) = 2+ 5 och
g(z) =2? — 1. Da &r
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eftersom ekvationen f(z) = y har 16sning = oavsett vad y ar. Vi har
ocksa

Vg = 9g(R) =[~1,00),

ty 22 antar exakt alla ickenegativa reella tal. Exempel pa bilder av
delméngder till R ar

F(Z) =7,
f([0,00)) = [5,00),
g((oa 1)) - (_170)7

g(Z) = {-1,0,3,8,15,24,35, .. .}.

Delar av de funktionernas grafer finns i figur 3.3 O

16
14
12r

10r

I I I I I I I )
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 3.3: Delar av graferna till funktionerna f(x) =z + 5 och g(x) =
2
z° — 1.

Exempel. Antag att det i familjen Perssons fruktskal ligger en banan,
ett dpple och ett pdron. Da kommer syskonen Elsa och Mattias och tar
for sig sa att Elsa far bananen och péronet medan Mattias far dpplet.
Detta kan beskrivas av en funktion dér definitionsméngden utgors av
de tre frukterna och dér funktionens virde for en viss frukt ges av den
person som &ter upp den. Med andra ord: f: A — B dir A = {banan,
apple, paron}, B = {Elsa, Mattias}, f(banan) = Elsa, f(dpple) =
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f(X .
X % Elsa Mattias

banan .
apple .
paron .

Figur 3.4: Grafen till funktionen given av konsumtionen av familjen
Perssons fruktskal.

Mattias och f(péron) = Elsa. Grafen till en funktion av detta slag kan
man ge i tabellform, se figur 3.4. O

Exempel. Lat A vara mangden av alla utsagor. Lat f(p), p € A, vara
p’s sanningsvirde (i ett givet sammanhang). Da &r f en funktion frén
A till méngden B = {S, F'}. Observera att vi i kapitlet om logik for
att forenkla nagot identifierade utsagan med dess sanningsvirde. Det
ar mer formellt korrekt att som hér betrakta utsagorna som en méngd
A och anvénda var funktion att berdkna dess sanningsvérde.

For varje par, (p, q), av utsagor, sitt g(p, q) = pAg. Da dr g en funktion
med A x A som definitionsméngd och A som malméngd. O

3.2 Injektivitet, surjektivitet, bijektivitet och
invers

Om man vill kan man tdnka pa en funktion f : A — B som en "maskin”
dér man stoppar in ett godtyckligt element a € A och far ut ett entydigt
element f(a) € B. Man kan ténka sig att man skulle vilja kunna kora
"maskinen” baklanges. Med det menar vi att om man stoppar in nagot
b € B, sa vill man att a € A sddant att b = f(a) ska komma ut.
Da inser man efter en stunds funderande att for att detta ska fungera
krévs att tva villkor ar uppfyllda. Dels att varje element i B finns i f’s
vardeméngd for annars kan man inte hitta nagot siddant a, och dels att
det for varje b € B bara finns ett element a € A med f(a) = b for att a
ska vara entydigt. Dessa tva viktiga egenskaper kallas for surjektivitet
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och injektivitet. Har foljer de formella definitionerna:

DEFINITION. Léat f: A — B. Om f(A) = B, sa séges f vara surjektiv.
Om det for alla par a1, as av element i A géller att

a1 # az = f(a1) # f(az),

sd sdges f vara injektiv. Om f ar bade surjektiv och injektiv sa ar f
bijektiv.

Diskussionen fore definitionen mynnade alltsd ut i att for att man ska
kunna “kéra maskinen baklinges” kréivs att f &r bijektiv. Vi noterar
ocksé att om f : A — B inte ar surjektiv, d.v.s. f(4) C B, s& kan
man alltid minska mélmangden frén B till f(A) och fa en surjektiv
funktion.

Innan vi tittar pa ett par exempel sa kommer hér ett par allménna rad i
konsten att undersoka om funktioner ar injektiva respektive surjektiva.
For att visa att en funktion f : A — B &r surjektiv, s& tar man
ett godtyckligt element b € B och visar pa nagot sétt att det finns
a € A sddant att b = f(a). (Hur visar man att en funktion inte &r
surjektiv?) Nér det giller injektiviteten s& &r det oftast enklast att
gora ett kontrapositivt bevis, d.v.s. visa att

fla1) = f(a2) = a1 = ay.

Exempel. Lat A ={0,1,2} och B =1{2,3,4} och lat f : A — B ges
av att f(0) = 2, f(1) = 4, f(2) = 2. Da &ar f varken surjektiv eller
injektiv, ty f(A) = {2,4} C B och f(0) = f(2). Om man betraktar
f som en funktion fran A till {2,4} blir den dock surjektiv i enlighet
med observationen ovan. O

Exempel. Funktionen f: R — R ges av f(z) = 2z — 5. Ekvationen
f(z) =y, d.v.s. 2z — 5 = y, har 16sning x = (y + 5)/2. Det betyder
att for alla y € R sd finns x sddant att f(z) = y. Med andra ord &r
f(R) = R sa f #r surjektiv. Ar f dven injektiv? Antag att f(z) = f(y)
for reella tal =z och y. Da &r alltsa

20 —5 =2y — 5,

vilket medfor att 22 = 2y sa att x = y. Eftersom z och y var godtyckligt
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valda har vi visat att for alla x och y géller att

fl)=fly) =z=y,

vilket &r ekvivalent med att z # y = f(x) # f(y). Saledes har vi visat
att f ar injektiv. Eftersom f ocksa &r surjektiv dr den alltsd bijektiv.
O

Exempel. Lat f :[0,00) — R ges av

1

He) =1 =

Funktionen ar injektiv ty antag att f(xz) = f(y). D& géller
l+z4+2°=1+y+y>

d.v.s.
z—y+z2 -y =0

och eftersom 22 — y? = (z 4+ y)(z — y), sa giller
zoy+ad - yP=(z - y)l+z+y)=0.

Men om produkten dr (0 maste en av faktorerna vara (. Den andra
faktorn kan dock inte vara 0, eftersom funktionen bara &r definierad
for ickenegativa reella tal si att £ > 0 och y > 0. Saledes foljer det att
r—y=0,d.v.s. x =y som Onskat.

Funktionen dr dock inte surjektiv, ty 1 4+ = + 22 > 1 med likhet da
z =054 f(z) < 1. Dessutom antar 1+ z + 22 alla viirden storre &n 1
sd f(x) antar alla positiva virden storre &n 0. Darmed &r f([0,00)) =
(0,1] # R. Om vi istéllet betraktar f som en funktion fran [0, c0) till
(0, 1], s& blir den surjektiv. Eftersom den var injektiv blir den i sé fall
dven bijektiv. O

Bijektivitet ar alltsé precis den egenskap som kravs av en funktion for
att den ska kunna "koras baklédnges”. Mer formellt sdger man att om
f : A — B ar en bijektiv funktion s& har f en invers g : B — A som
ges av att

flz)=y e g(y) =

Inversen till f brukar betecknas med f~!. Med andra ord: Inversen f~!
4r en funktion fran B till A som ges av att f'(y) = = da f(z) =y
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Figur 3.5: Inversen till en funktion.

(figur 3.5 illustrerar). En synonym till bijektiv som ofta anvénds ar helt
naturligt nverterbar.

Exempel. Vi bestdmmer inversen till funktionen f(z) =2z — 5 som
vi i ett exempel ovan sig var en bijektiv funktion fran R till R. For
att bestimma f~'(y) ska vi bestimma for vilket = som f(x) dr just y,
d.v.s. 16sa ekvationen f(xz) =y som i detta fall blir

20 — 5 =y.
Denna har vi redan 16st och vi fick ju att x = % Alltsa &r
_ y+5
ol =t

Eftersom sjdlva bokstaven y som vi anger funktionen med &r utbytbar
kan vi om vi vill byta ut den mot (till exempel) 2 och har att 1 &r
den funktion fran R till R som ges av

T+5

ey =T

a

Exempel. Lat oss ocksd bestdmma inversen till funktionen som dok
upp i det tredje exemplet ovan. Nu ar ju den funktionen inte surjektiv s&
den saknar invers. Dock &r den ju bijektiv om vi minskar malmangden
och betraktar den som funktion f :[0,00) — (0, 1] sa lat oss gora det.
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D4 #r inversen f! den funktion fran (0,1] till [0,00) som ges av att
x = f~'(y) dr l6sningen till ekvationen f(z) = y. I detta fall far vi
ekvationen

1
=———or’+r+1--=0.
1+xz+ 22 Y

Denna andragradsekvation har den allm&nna l6sningen

Y

1 1 3
T=—=—*%4/———,
2 y 4
men eftersom inversens malméangd &r de ickenegativa reella talen ar vi
bara intresserade av den ickenegativa 16sningen. Vi far att

Notera hér att 1/y > 1, s

1 3 3 JT 1
T ey
y 4~ 4 4 2

och vi far ett icke-negativt tal. O

3.3 Sammansatta funktioner

Antag att f &r en funktion fran A till B och att g dr en funktion fran
B till nagon tredje mangd C, d.v.s. det som "kommer ut” fran f gar
att “stoppa in” in g. Man kan da bilda en ny funktion h fran A till C
genom att for varje x € A sétta

Funktionen h kallas fér sammansdttningen av f och g och man skriver
h =gof,dv.s. man har go f : A — C (se figur 3.6). Om man
anvander liknelsen med funktioner som maskiner, si& kan man tédnka
pa funktionen g o f som den maskin man far om man kopplar ihop
utgangen pa maskinen f med ingangen pa maskinen g.

Det ar viktigt att observera att go f och fogiregel ar olika saker. Det
ar ju inte sikert att f o g ens existerar bara for att g o f existerar; det
hinger pa om utgangen till g passar ihop med ingéngen till f, d.v.s.
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h(2)=9(f(a))

Figur 3.6: Den sammansatta funktionen h = go f.

om A = C. I det allménna fallet giller inte detta sa det ska snarare
betraktas som undantag #n regel att dven fog existerar. Aven om bade
fogoch go f existerar si &r de i allménhet olika.

Exempel. Lat A vara méngden av alla utsagor, l1at g : A x A — A
ges av g(p,q) = pAqochlat f: A — {S,F} ges av att f(p) ar
sanningsvirdet av p. D& & h = f o g den funktion fran A x A till
{S, F'} som ges av att h(p,q) ar sanningsvirdet av p A gq. O

Exempel. Lat

A = {Pelle, Lars}
B = {pizza, pasta, kebab}
C = {700,900,1100}.

Lat f : A — B ges av f(Pelle)—pizza, f(Lars)—kebab och lat g : B —
C ges av g(pizza) = 1100, g(pasta) = 900 och g(kebab) = 700. D& &r
h = g o f funktionen fran A till C' som ges av h(Pelle) = 1100 och
h(Lars) = 700.

(Vad betydde detta? Jo, f anger vad kompisarna Pelle och Lars at till
lunch en viss dag och g anger energiinnehéallet i de olika rétterna som
fanns att vélja mellan pa den pizzeria déir de tva kompisarna at denna
dag. Darmed anger h hur mycket energi Pelle och Lars fick i sig vid
lunch.) Vi noterar att sammanséttningen f o g inte existerar i detta
fall. O

Exempel. Lat f och g bada vara funktioner fran [0, 00) till [0, c0)
och ges av f(z) = 2% och g = 1/(1 + ). Da ar

go f(x) = g(f () = 1/(1+ f(a)) = 1/(1 + 7).
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I detta fall rakar &ven f o g vara véldefinierad och

fog(x) = flg(x)) = g(x)” =1/(1 + )"

Vi ser att de tva sammanséttningarna i detta fall dr olika funktioner.
|

Det ar naturligtvis inte uteslutet att f o g och g o f rakar bli samma.
Exempelvis sker detta d& A = B = C om antingen f(x) = z eller
g(z) = z. Det kan ocksa ske i andra situationer. Lat exempelvis f och
g vara funktioner fran R till R dir f(z) = 22 och g(x) = z°. DA &r
bade f o g och g o f funktionen z — z'®. Ett trivialt men intressant
fall &r nér f : A — B &r bijektiv och g : B — A &r inversen till f. Da
ar bade f og(x) = x och go f(z) = x.

Anmairkning. Funktionen f: A — A som ges av f(x) = x kallas for
identitetsfunktionen pa A och vi betecknar den med id4. Denna har
egenskapen att om ¢g: A — A s& géller ju att

fog(z)=f(g9(z)) = g(x) och go f(z) = g(f(z)) = g(x),

d.v.s. fog=gof=g.
Om ¢ : A — B ir en bijektiv funktion med invers ¢~' : B — A si
papekade vi ovan att

gog '(z) ==z och g ' og(z) ==,

d.v.s.

gog ' =idg och g tog=idy.

Detta ger ett alternativt sdtt att karakterisera inversen till en bijektiv

funktion g : A — B som en funktion f : B — A saddan att go f = idp
och fog=1da. O

Ofta vill man sitta ihop fler &n tva funktioner och det gér alldeles
utmérkt. Om f: A— B, g: B— C och h: C — D sa far vi att

ho(gof):A— D och (hog)of:A— D.
Dessutom har vi att

(ho(go f)x) = h((go f)(x)) = h(g(f(2))),
(hog)o fi(z) = (hog)(f(z))=h .



Det spelar alltsa ingen roll hur vi sétter parenteserna och vi kan med
gott samvete skriva h o go f. Detta betyder ocksa att vi utan att stéta
pé problem kan definiera potens av en funktion f: A — A som

fP=fof, f3=fofof etc
Exempel. Lat f: R — R med f(z) = 22 Da ir t.ex.
fia) = fFU @) = FU ) = F(fah) = fa®) = 2"

3.4 Operatorer

Vi har redan tittat pa operatorer pa utsagor (A, V, etc) och méngder
(N, U, etc) och sedan tidigare kénde ni ju till operatorer pa tal (+, -,
—, etc). Nu ska vi formalisera begreppet och se att det i sjilva verket
kan betraktas som en speciell typ av funktioner.

DEFINITION. Lat A vara en godtycklig méngd. En undr operator pa
A &r en funktion f : A — A. En bindar operator p4 A &ar en funktion
fiAxA— A

Mer allmént kallar man en funktion f: A”™ — A for en n-ar operator.
I denna framstéllning kommer vi dock endast att se unéra och bindra
operatorer.

En unér operator dr alltsa en funktion som har samma definitions-
méngd som malméngd. For en bindr operator géller att definitions-
méngden dr den kartesiska produkten av malméngden med sig sjilv.
Vi har som sagt redan sett exempel pa sddana funktioner. Exempelvis
ar funktionen f : R — R given av f(z) = z + 5 en unér operator pa R.
Funktionen g : R? — R given av g(z,y) = 2+y—4 ér en binir operator
pa R. Det finns dock andra viktigare och mer naturliga exempel:

Exempel. Funktionerna f(z,y) =z +y och g(z,y) = x - y ar binéra
operatorer pa Zy, Z, Q, R och C. Funktionen h(z) = —z &r en unér
operator pa Z, Q, R och C. (Dock ej pa Z,. Varfor?) O

Exempel. Lat A vara méangden av alla utsagor. Da ar f(p,q) =pAgq
och g(p,q) = p V q exempel pa bindra operatorer pa A. Funktionen
h(p) = —p &r ett exempel pad en unér operator pa A. O
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Exempel. Lat U vara en icketom méangd som vi betraktar som uni-
versum och 1&t B = P(U). For A,B € B, sitt f(A,B) = AU B,
g(A,B) = AN B, h(A,B) = A\ B och i(A) = A°. Da ar f, g och h

exempel pa bindra operatorer paA B medan 4 &r en unér operator. O

Exempel. Lat A vara en godtycklig méngd och 1at F vara méngden
av alla unéra operatorer pa A, d.v.s. alla funktioner f: A — A. For
f,g € F sa sitter vi

h(f,g) = fogy.

D& &r aven h(f,g) en funktion fran A till A. Darmed tar h ett par
av element i F som argument och ger ett nytt element i F som svar,
d.v.s. h: F xF — F. Med andra ord &r h en bindr operator pa F. O

Vi ser att i alla exemplen betecknas de bindra operatorerna med en
symbol (+,-,M,V,o,...) mellan sina tva argument. Detta &r en praktisk
konvention som man anvénder fér bindra operatorer i allménhet. Nar
vi betraktar en allmén, icke namngiven, bindr operator ska vi beteckna
denna med *. Motsvarande konvention for unéra operatorer ir att sitta
operatorn framfor sitt argument. En allmin unir operator betecknar
vi med ~. Vi ska nu ldra oss namn pa en del egenskaper som unéra
och binédra operatorer mer eller mindre ofta besitter:

DEFINITION. Lat A vara en méngd, 1at * vara en binér operator pa A
och lat ~ vara en unér operator pa A.

1. Ett element e € A ar en identitet for * om exa = a x e = a {Or
alla a € A.

2. Antag att e dr en identitet och o € A. Om b € A &r saddant att
a*xb=>bx*a = e si siger man att b ar en invers till ¢ m. a.p. *.

3. Tva element a och b kommuterar m.a.p. x om a * b= b* a.

4. Operatorn * ar kommutativ om a och b kommuterar for alla a,b €

A.

5. Operatorn * ar associativ om det for alla a,b,c € A géller att
ax* (bxc)=(axb)x*c.

6. Den unéra operatorn ~ ar en involution om det for alla a € A
giller att ~ (~ a) = a.
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Exempel. Bade + och - &r associativa och kommutativa operatorer
pa Zy, Z, Q, R och C. Talet 0 ar en identitet for + och talet 1 &r
en identitet for -. Pa Z, Q, R och C har alla element x inversen —zx
m.a.p. +. P& Q, R och C har alla element 2 # 0 inversen 1/z m.a.p.
. Den unéra operatorn — &dr en involution eftersom —(—z) = z for
alla z. (Vi utnyttjar hir kunskaper som man har med sig redan fran
grundskolan. I kapitel 4 gors rigorosa definitioner av alla begrepp och
resultaten bevisas utifran Peanos axiom enligt logikens inferensregler.)
O

Exempel. De logiska operatorerna A och V ar savil associativa som
kommutativa bindra operatorer enligt tabellen pa sidan 18. Enligt den
tabellen framgar det ocksa bl. a. att utsagan S dr en identitet for A, ty
p A S = p for alla p, medan F' &r en identitet for V. Den enda utsaga
som har en invers m.a.p. A ir S vars invers ir S sjilvt, ty pAp~' = S
har bara l6sningen p = p~' = S. Det enda pastdendet som har en
invers m.a.p. V ir F som har sig sjilv som invers, ty pVp~' = F har

bara 16sningen p = p~! = F. Negationen — r en involution. O

Exempel. I exemplet med universumet U och B = P(U) &r N och U
kommutativa och associativa. Operatorn \ &r dock varken kommutativ
eller associativ ty exempelvis U\@ # 0\U och U\(U\U) # (U\U)\U.
Mingden ) ar en identitet for U och U ér en identitet for N. Det finns
ingen identitet for \. Inverser saknas i allménhet. Komplementopera-
torn dr en involution. O

Exempel. Betrakta aterigen méingden F av alla funktioner f fran en
given mangd A till sig sjdlv. Operatorn o &r associativ, ty for alla x
géller att

(ho(gef)(x) = h((gof)(z))=h(g(f(z)))
= (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(z),

men som vi tidigare sett exempel pa dr den inte kommutativ. Iden-
titetsfunktionen id4 gor skil for sitt namn for som vi redan papekat
ar

foidy=idsof=Ff

for alla f € F och id4 ar alltsad en identitet m.a.p. sammansittning.
O
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Innan vi ldimnar detta avsnitt passar vi pa att gora tva enkla observa-
tioner, ndmligen att identiteter dr unika och att detsamma géller for
inverser forutsatt att operatorn ar associativ:

SATS 3.4.1 Ldt * vara en operator pd en icketom mdangd A. Det finns
hégst en identitet for x i+ A. Om a € A och * dr associativ, sd har a
hogst en invers.

Bevis. Antag att e och f &r tva identiteter. D& géller enligt definitionen
av identitet att

e=exf=].

dér den forsta likheten foljer av att f dr en identitet och den andra av
att e dr en identitet.

P& snarlikt sétt si géller att om b och ¢ &r tvé inverser till a, e ar
identiteten och * &r associativ att

b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c.

3.5 Summasymbolen och beslaktade symboler

Det &r hér pa sin plats att ldra sig nagra symboler som anvinds for
att forkorta langa uttryck dar samma operator anvéinds ett stort antal
ganger. Antag att vi har talen ai,as,...,a19p och att vi i ndgot mate-
matiskt uttryck behover anvinda summan av dem. Da kan vi skriva

ay +ag + ...+ ajgo-

Dock inser man nfr man skrivit detta nagra ganger att det ar ett
ganska otympligt sédtt att skriva pé. Detta &r skélet till att man in-
fort summasymbolen > for att istéllet kunna skriva pa det betydligt

smidigare séttet
100

>

k=1
Tolkningen av skrivsdttet dr att man ska lata bokstaven k 16pa genom
heltalen fran 1 till 100 och for vart och ett av dessa 100 vérden pa
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k laggs termen ay till den summa man &ar intresserad av. Bokstaven
k i detta exempel kallas for summationsindex. Valet av den specifika
bokstaven k ar forstas oviktigt, d. v.s. Z:g(i a; och Z:g]l @y, avser pre-
cis samma summa. Huvudsaken &r att indexet hos termerna stidmmer
overens med summationsindexet vid summasymbolen pa avsett sétt.
(Exempelvis Z;(g ay blir bara 100ax; m varierar, men inte k. Detta
var formodligen inte vad man avsett.) For att poangtera detta varieras

summationsindex friskt i exemplen som f6ljer.

Exempel. Lat oss skriva summan 1+ 2+ 3+ ... 4+ 75 med hjilp av
summasymbolen. Eftersom term nummer m i den aktuella summan &ar
just m skriver vi

|

Ibland &r man intresserad av summor av oéndligt manga termer, d. v.s.
summor av typen aj + ag + ag + . ... Da anger man helt enkelt odnd-
ligheten som slutmal fér summan:

oo
E ag.
k=1

Vid ytterligare andra tillfallen &r situationen sddan att termerna pa ett
naturligt sdtt har andra objekt &n heltal som index, d.v.s. man har
nagon méngd M och for varje element ¢ € M finns en term a;. D& kan
man for summan av alla termerna skriva

E a;.

iEM

Exempel. Lat M vara méngden av alla minniskor som betalar skatt
till den svenska staten ett visst ar och lat a; vara den skatt som person
1 betalar. D& anger

D ai

€M
statens totala skatteintdkt fran privatpersoner detta ar. O

Om man kan ténkas vara intresserad av summor av méanga termer
kan man naturligtvis i andra ligen istéllet tinkas vara intresserad av
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produkter av manga termer. Aven da finns en kortsymbol: [[. Den
fungerar pa precis som summasymbolen. Exempelvis kan man skriva
produkten 1-4-9-16-...-100 som [[}°, n® och om vi har ett tal a;
for varje 5 € M kan vi skriva HjeM a; for produkten av dem.

Nu inser man forstas att detta sitt att skriva langa uttryck pa kort-
form dr mycket mer generellt dn att gilla bara summor och produk-
ter. Man kan utan problem ersétta addition respektive multiplikation
med vilken kommutativ och associativ operator som helst. Till exem-
pel gér man det ofta for konjunktion och disjunktion och anvénder
da lite storre versioner av de tecken man redan har for dem. Om ex-
empelvis p1,po, ..., poo ar logiska utsagor kan man skriva /\7221;01 for
p1 Apa A ...\ poy och om man till varje element n i méngden D har
en logisk utsaga ¢, sa star \/, . p g, for disjunktionen av dem. I senare
kapitel kommer vi att se exempel pa ytterligare kortformer av detta
slag.

3.6 Relationer

Med en relation mellan tva objekt brukar man mena en egenskap som
dessa besitter tillsammans. Det finns otaliga exempel pa sddana egen-
skaper, bade inom och utom matematiken. Relationen "2 = y” uttryc-
ker att de tva objekten &r lika. Om x och y &r tal kan de ha relationen
"x <9y’ d.v.s. egenskapen att y dr minst lika stort som z. Om z &r en
man och y dr en kvinna kan de exempelvis ha relationen "z &r far till
y” eller "y ar syster till 7. Om z ar en varg och y &r en gris kan de ha
relationen "z dter upp y”, t.ex. "Vargen Zeke dter upp grisen Lisen”.

Vi ser att en relation ar en egenskap hos ett par av objekt som kan, men
inte behover, vara av samma typ. Lat oss nu ge en formell definition
av relationsbegreppet:

DEFINITION. Lat A och B vara méngder. En relation R fran A till B
ar en delméngd till den kartesiska produktméngden A x B, d.v.s.

RC AxB.
Om A = B sé séger vi att R &r en relation pd A.

Hur tolkar man detta i termer av det som sdgs i texten? Jo, att
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ty 1R12A2R51, 1R13A3R22, 2R13A3R,2 ar de enda sétten att komma
fran ett element till ett annat via forst R; och sedan Ry. Vidare géller
enligt samma resonemang att

Ryo Ry ={(2,2),(2,3),(3,3)}.

De tva sammanséttningarna ar alltsa olika i detta fall. O

3.10 Sammanfattning

DEFINITION. En funktion f frdn méngden A till méngden B &r en
regel som till varje element a € A ordnar ett entydigt element f(a) i
B. Att f &ar en funktion fran A till B skrivs pa symbolisk form som

f:A—>B.

Om man vill beteckna vad som hander med ett element ¢ kan man
skriva
a f(a)

vilket utlédses som att "a avbildas pa f(a)”

Miéngden A kallas for f’s definitionsmdngd, medan méngden B kallas
for f’s malmdngd. Om C &r en delméngd av A definierar man bilden
av C som

F(C) = {f(a) :z € C} C B.

Méngden f(A), d.v.s. bilden av hela definitionsméngden, kallas for f’s
vardemdngd.

Grafen till en funktion f : A — B definieras som delméngden

graf(f) = {(z, f(z)) 1z € A} C A x B.

DEFINITION. Léat f: A — B. Om f(A) = B, sé siges f vara surjektiv.
Om det for alla par a1, as av element i A géller att

a1 # az = f(a1) # f(az),

sa siges f vara injektiv. Om f ar bade surjektiv och injektiv s& ar f
bijektiv.
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Om f: A — B ar en bijektiv funktion sa har f en inversg: B — A
som ges av att

flr)=y&gly) =z

Inversen till f brukar betecknas med f~!. Inversen f~! #r alltsa funk-
tionen fran B till A som ges av att f'(y) = = da f(z) = y. En
synonym till bijektiv som ofta anvinds &r helt naturligt inverterbar.

Antag att f : A — B och g : B — C é&r tva funktioner dar f’s
malméngd dr samma som g¢’s definitionsmingd. Sammansdtiningen
h=gof:A— C definieras av att for varje x € A giller att

Aven om bade f o g och go f existerar (A—C) sa #r de i allménhet
olika.

Funktionen f : A — A som ges av f(x) = z kallas for identitetsfunk-
tionen och vi betecknar den med id 4. En funktion g : A — B och dess
invers uppfyller foljande:

gog ' =idg och g ' og=idy.

Sammansattning av funktioner dr associativ, d.v.s.

ho(gof)=(hog)of.

DEFINITION. Lat A vara en godtycklig méngd. En undr operator pa
A &r en funktion f : A — A. En bindar operator p4 A &ar en funktion
fiAxA— A

DEFINITION. Lat A vara en méngd, 14t * vara en binér operator pa A
och lat ~ vara en unér operator pa A.

1. Ett element e € A ar en identitet for * om e*a = a * e = a for
alla a € A.

2. Antag att e &r en identitet och a € A. Om b € A &r saddant att
a*xb=">bx%a = e si siger man att b ar en invers till a m.a.p. *.

3. Tva element a och b kommuterar m.a.p. x om ax b = b x a.
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4. Operatorn * ar kommutativ om g och b kommuterar for alla a,b €

A.

5. Operatorn * ar associativ om det for alla a,b,c € A géller att
ax* (bxc)=(axb)x*c.

6. Den unéra operatorn ~ ar en involution om det for alla a € A
giller att ~ (~ a) = a.

Summasymbolen
n

S

k=m

tolkas som att man ska lata bokstaven k 16pa genom heltalen fran m till
n och for vart och ett av dessa virden pa k ldggs termen ay, till summan.
Man startar (sa klart) pa 0 nir man tar forsta termen. Summan blir 0
om n < m. P& samma sitt fungerar produktsymbolen

n

[l o

k=m

med den skillnaden att man startar pa 1 och multiplicerar successivt
med varje ag for k bland heltalen fran m till n. Produkten blir 1 om
n <m.

DEFINITION. Lat A och B vara méngder. En relation R fran A till B
ar en delméngd till den kartesiska produktméngden A x B, d.v.s.

R C Ax B.

Om A = B sa séger vi att R &r en relation pa A.

DEFINITION. Man sédger att en relation R pa A ar

e reflexiv om Vo € A : xRx.
e symmetrisk om Vx,y € A: xRy = yRz.

e antisymmetrisk om Vx,y € A: (tRy NyRz) = = =y.
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e transitivom Vz,y,z € A: zRy AN yRz = zRz.

DEFINITION. En relation som &r reflexiv, symmetrisk och transitiv
kallas for en ekvivalensrelation.

Lat R vara en relation pad A och z € A. Fkvivalensklassen av x ges av
[z] ={y € A: zRy}.

Miéngderna [z] tacker hela A och for tvé olika element x och y i A géller
antingen att [z] och [y] &r lika eller att de &r disjunkta. En uppdelning
av en mangd i disjunkta delméngder som técker hela mangden kallas for
en partition. Ekvivalensklasserna utgor alltd en partition av méngden
A. Omvént sa géller att en partition av en mingd A ger upphov till en
ekvivalensrelation genom att man siger att tva element ar relaterade
om och endast om de ar i samma delméngd i partitionen.

DEFINITION. En relation R pa en mingd A som &r reflexiv, antisym-
metrisk och transitiv kallas for en partiell ordning. En partiell ordning
= pa A kallas for en total ordning om det for alla z,y € A giller att
xz <yeller y <z. Om A &r en méngd och < &r en partiell ordning péa
A, sa séger vi att (A, <) utgor en partiellt ordnad mdangd.

Om (A, <) ar en partiellt ordnad méngd s& séges ett element m € A
vara ett

e minimalt element om det géller for alla a € A att a < m = a =
m.

e maximalt element om det géller for allaa € A att m < a = a =
m.

o minsta element om det giller for alla a € A att m < a.

o stirsta element om det géller for alla a € A att a < m.

Antag att R; dr en relation fran A till B och att Ry &r en relation fran
B till C. Den sammansatta relationen S = Ry o Ry fran A till C pa
foljande sdtt: Man sdger att aSc, for a € A och ¢ € C, om det finns
nigot element b € B sddant att aR1b och bRsc.

84



3.11
1.

Ovningar

En avstandstabell dr som bekant en tabell som anger avstanden
mellan olika orter. Lat A vara mingden av orter i denna tabell.
Tabellen kan ses som en funktion fran A x A till R. Hur da?

. Lat f: R — R ges av att f(z) =3 —x da 2 > 0 och f(z) = z?

dad z < 0. Vad &r f(7) och f(—7)7 Ange Vy. Ange f((—o0,4]).
Ar f injektiv och/eller surjektiv?

. Foljande reellvirda funktioner har alla R som definitionsméngd

och malméangd. Vilka &r injektiva, surjektiva, respektive bijekti-
va? Ange invers i de fall d& denna existerar.

z) =z(z —2)(x +2).

. Bilda fogoch go f da f(z) =22+ 1 och g(x) = 1/(2? +1).

. Lat f : A — B vara en funktion och 1at X och Y vara delméngder

av A. Visa att f(XUY) = f(X)U f(Y) och att f(X NY) C
F(X) N f(Y). Ge ett exempel som visar att det inte alltid géller
att f(XNY) = f(X)N f(Y).

. Lat f : A — B vara surjektiv och definiera for varje Y C B

F'Y)={z€A: f(z)eY}.

(Méingden f~'(Y) kallas for den inwversa bilden av Y.) Visa att
det alltid giller att for alla Y C B #r f(f 1(Y)) = Y. Visa att
f'(f(X)) = X for alla X C A om och endast om f &r injektiv.

. Sag att tva funktioner f : A — B och g : C — D #&r lika om

A=C,B=Doch f(z) = g(z) for allaz € A. Lat M = {1,2,3}.
Vilka av foljande funktioner &dr lika?
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8.

10.

11.

12.

13.

fi:M—=Q, fi(z)=1/z,
fo: M —=Q,  fa(1) =1, f2(2) = 1/2, f2(3) = 1/3,
fa: M —=Q, fi(x)=—6/(x3—6x>+5z —6),
fi: M —=Q, fiz)=5/(z%+3z+1),

(z)

(z)

f5:Z+_)Qa f5 T :1/Ta
fGZM—>R, fﬁ.’E :1/.’13,

Lat f och g vara tva funktioner som bada har R som bade defi-
nitionsméngd och malméngd och som ir givna av

flo) =21
och
9(@) =z +1] |z 1]
For vilka x galler att f(x) = g(x) och vad &r det storsta vardet
som |f(z) — g(z)| antar?

Lat A= {n € Z, : n = a® for nagot heltal a}.

(a) Visa att A C Z.
(b) Ange en bijektiv funktion f : Z, — A och dess invers f ! :
A—7Z,.
Antag att |A] = a och |[B| =bochatt f: A— Bochg: B — A.
(a) Om a < b, vad kan man da séiga om injektivitet och surjek-
tivitet hos f och hos g7
(b) Antag att @ = b. Visa d& att f &r injektiv om och endast
om f &r surjektiv.

Vad utméirker grafen av en injektiv funktion?

Lat f : R - Rmed f(z) = 2+ a dir a € R Vad ar f"(z) da

En kvadratisk funktion &r en funktion b : R — R given av h(z) =
ax?+bz+c for nagra reella konstanter a, boch ¢. Lat f(z) = z+1
och bestdm méngden av alla kvadratiska funktioner g som &r
sddana att fog=go f.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Lat M vara mangden av alla rétvinkliga trianglar var kateter har
léngder som &r positiva heltal. Tva trianglar i M anses vara lika
om och endast om deras kateter dr lika. Definiera en funktion
f: M — R genom att lata f(T") vara arean av T'. Avgor om f ar
surjektiv och/eller injektiv och bestdm bilden f(M) av f.

Definiera en operator * pa R genom att sétta
rxy=2xy —x—y+1.

Ar * kommutativ?

Finns det nagon identitet?

)
b) Ar * associativ?
)
) Vilka element har en invers och vad &r i s fall den?

Lat A vara en méngd med minst tva olika element. Definiera en
operator * via
axb=a.

Besvara samma fragor som i 6vning 15. Varfor tillfogade vi vill-
koret att A skulle innehalla minst tva element?

Lat A vara en godtycklig méngd och 1at * vara en operator pa
P(A) given av

AxB=AAB=(A\B)U(B\A).
Besvara samma fragor som i 6vning 15.

Besvara fragorna (a), (b) och (¢) i 6vning 15 f6r operatorn sam-

mansittning, "o”, p4 mingden av relationer p& en mangd M.

Lat M vara méngden som bestar av talen 2, 4, 7 och 11. Vad blir
>ien 7 Vad blir [T,c,, %7

Lat A vara en méngd med n element. Hur manga relationer pa
A finns det?

Visa att en relation R &r transitiv om och endast om Ro R C R.

Lat R vara relationen pa R? definierad av att (a,b)R(c,d) om
a? +b% =+ d*.
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23.

24.

25.

26.

27.

(a) Visa att R ar en ekvivalensrelation.

(b) Rita ekvivalensklassen som innehéller (1,1) i ett koordinat-
system.

(c¢) Beskriv ekvivalensklasserna geometriskt.

(d) Geen mangd med exakt ett element ur varje ekvivalensklass.
Léat R vara relationen pa R? given av att (a,b)R(c, d) om max(|al, |b|) =
max(|c|, |d]).

(a) Visa att R ar en ekvivalensrelation.

(b) Rita ekvivalensklassen som innehéller (1,1) i ett koordinat-
system.

(c¢) Beskriv ekvivalensklasserna geometriskt.

(d) Ge en representant ur varje ekvivalensklass.

Lat R vara den relation pa Z2 som &r given av att (a,b)R(c,d)
om a +d = b+ c. Visa att detta dr en ekvivalensrelation. Med
denna relation kan man pé ett naturligt sitt identifiera varje par
(a,b) € Z2 med ett element i Z. Vilket da?

Ge ett exempel pa en partiellt ordnad méngd (A, <) som har
exakt ett minimalt element som dndé inte ar ett minsta element.

Lat | vara den relation pd Z, som ges av att alb om det finns
nagot positivt heltal n s& att b = na (se avsnitt 7.1). Visa att
(Z4,|) ar en partiellt ordnad méngd.

Lat A = {1,2,3} och lat R; = {(1,2),(2,3)} vara en relation
pa A. Skapa om det gar en relation Ry pa A séddan att (1,3) €
R20R1:R10R2.
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13.

14.

15.

16.

Den ér ddremot inte en ekvivalens. Satt t.ex. P(x) : z > 0 och
Q(z) : © < 0 och universum heltalen. D& &r uppenbarligen [3z :
P(z)]A[Bz : Q(z)] sann, men Iz : [P(z) AQ(z)] ar falsk da inget
tal ar bade positivt och negativt.

(a) falskt, (b) sant, (c) falskt, (d) sant, (e) sant.

(a) giltigt, (b) ogiltigt, (c) giltigt, (d) giltigt.
Det sista dr av samma form som exemplet med matematiker,
knéppskallar och folk som bor i Géteborg.

(b) Vi har redan visat att varje sanningstabell kan fas med hjalp
av = och V. I (a) visade vi att man kan ersétta bada dessa tva
med enbart NAND-operatorn och alltsa kan varje sanningstabell
fas med hjilp av enbart denna.

(c) Visa att —p < p&p och pV q & (p&q)&(p&q).

(a) (pAgq)V(=pAg)
(b) (bAgAT)V(PAGA-T)V (mpAgAT)V (=pAg A —T)
(©) (PAgAT)V(PA=gA=T)V (=pAgAT)V (5P A =g AT)V
V(=pAgA =)V (=pA=gA-r)
(d) (PA=gAT)V(PA=gA=T)V (=pAgAT)V
V(=p A =g AT)V (=p A=gA-r)

11.2 Kapitel 2

1.

2.

4.

(a) 8,9, 10, 11 (b) méngden &r tom (c) alla heltal storre &n 8 (d)
5.6, 7,8

(a) sant (b) sant (c) falskt (d) sant (e) falskt (f) sant (g) falskt
(h) falskt

Vi tar det femtonde pastéendet som exempel: z € AN(BUC) <
r € ANy € BUC &2 € ANz € BV € C) & (z €
ANz e B)V(zx e ANz e(C)<s e (ANB)U(ANC), dar
den andra ekvivalensen foljer av kint faktum om operatorer med
logiska péstaenden.

A x B| = mn och |P(A)| = 2™".
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10.

. Den forsta likheten ar korrekt, medan den andra inte alltid géller.

Ett motexempel mot den andra likheten far man om man sétter
A =B = C = {1}. For att visa den forsta: z € AN (B\C) &
r€ ANz e B\CerscANreBANrz ¢ C o€ ANz €
BAhz g ANC e ze ANBAz g ANC < x e (ANB)\(ANC).

.ANB=A A\B=0och AUB=B.

A: {a7c’kﬁs7tﬁv7$}7 B: {b’fﬁs7tﬁv7$}'

. 23 element.

. Om A # B finns det ett element z € A som inte finns i B, eller

tviartom. I det forsta fallet géller att {z} finns i P(A) men inte i
P(B) och i det andra fallet giller det omvénda forhéllandet.

|JAUB|=a+b—c.

11.3 Kapitel 3

1.

- foglz) = [fg (x)g

Eftersom A x A = {(z,y) : © € ANy € A} kan vi lata f(z,y)
vara avstandet mellan z och y.

. Funktionen #r surjektiv men inte injektiv. f(—7) = (-7)% = 49,

(1) =3-T=-4,V; =R, f((—00,4]) = [-1,00).

(a) varken injektiv eller surjektiv (b) varken injektiv eller sur-

jektiv (c) bijektiv, inversen ar f~'(z) = (z — 6)'/3 (d) varken

surjektiv eller injektiv (e) surjektiv men inte injektiv.

=g(@)?+1=1/0+2*2+1,g0 f(z) =
+1)=1/((z2 +1)2 +1).

9(f(=)) =1/(f ()

. Forst observerar vi att om Cy C Cy C A giller att f(Cy) C

f(Cs); detta foljer omedelbart av definitionen av dessa méngder.
Dérfor géller att f(XNY) C f(X) och att f(XNY) C f(Y) vilket
i sin tur medfor att f(X NY) C f(X) N f(Y). Ett motexempel
(bland oéndligt ménga andra) mot den omvénda inklusionen ges
av f: R =R f(z)=x% A= (-1,0) och B =(0,1).

For att visa att f(X)U f(Y) C f(X UY) anvéinds samma teknik
som nyss. For att visa att f(X UY) C f(X) U f(Y) observerar
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10.

11.
12.

13.

vi att for allay € f(XUY) géller att y = f(a) for nagot element
a € XUY. Att a € X UY betyder att a € X eller att a € Y. 1
det forsta fallet giller att y = f(a) € f(X) och det andra att y =
f(a) € f(Y) s& att det i bégge fallen géller att y € f(X)U f(Y).

Vi tar den forsta deluppgiften. Eftersom f &r surjektiv géller
att f~!1(Y) inte & tom savida inte Y sjilv dr tom (och da #r
likheten f(f (Y)) = Y trivialt sann). Om nu y € Y finns det
alltsd ett © € X sddant att y = f(z) s& per definition galler att
v e f({y}) C f(Y). Dirfor giller att f(x) € f(/ (V)
d.v.s.y € f(fHY)).

A andra sidan om y € f(f~'(Y)) sa giller att y = f(x) for nagot
z € fHY). Att z € f1(Y) betyder per definition att f(z) € Y,
d.v.s.yeY.

Funktionerna fy, fo och fs ar lika.

De tva funktionerna ar lika sa x < —1 eller z > 1. I dvriga fall
giller att |f(z) — g(z)| = 2(1 — x?) som blir som stérst 2, vilket
sker da x = 0.

Att A C Z, &r ju glasklart fran definitionen sa man behéver
bara visa att det finns ett positivt heltal b som inte ligger i A.
Ett sadant #r till exempel 3 eftersom det inte giller att 3 = a?
for nagot heltal a. En bijektiv funktion #r f(a) = a? var invers

ar f~'(a) = Va.

(a) Eftersom |f(A)| < a < b kan inte f vara surjektiv. P4 sam-
ma sitt kan inte g vara injektiv ty om sa vore fallet skulle
det gélla att |g(B)| = |B| = b vilket motséger att g(B) C A.
I 6vrigt kan vi inte siga nagot definitivt utan kdnna till f
och g specifikt.

(b) f &ar injektiv om och endast om f(x) # f(y) for alla z # y,
i detta fall om och endast om |f(A)| = |A| = | B| vilket sker
om och endast om f(A) = B d.v.s. om f dr surjektiv.

Olika punkter pa grafen har olika y-koordinater.
f"(z) =z 4+ an

Den sokta méngden &r {z + ¢ : ¢ konstant}.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Om T har kateterlingderna a och b géller att f(T') = ab/2. Funk-
tionen &r inte injektiv eftersom exempelvis en triangel med kate-
terlangderna 1 och 4 har samma area som en dér bégge kateterna
har ldngd 2. Den &r inte heller surjektiv eftersom alla téinkbara

areor av trianglar i M &r av typen ¢/2 dér ¢ ar ett heltal. Bilden
ar just f(M) ={c¢/2:c € Z4}.

Bade kommutativ och associativ. Talet 1 dr identitet. Alla ele-
ment x # 1/2 har inversen 2! = z/(2z — 1). For 1/2 saknas

invers.

Associativ men inte kommutativ. Identitet saknas och ddrmed
dven inverser. Om mingden bara innehallit ett enda element
skulle operatorn trivialt varit kommutativ och haft identitet och
invers.

Associativ och kommutativ. Tomma méngden &r identitet. Denna
har sig sjdlv som invers, i 6vrigt saknas inverser.

Associativ men inte kommutativ. Likhetsrelation ar identitet. De
relationer som har invers dr de som svarar mot grafer till inver-
terbara funktioner och inversen ar den relation som svarar mot
grafen till den inversa funktionen.

Sienm i =244+T+11 =24, [[;cp, 1% = 224277117 = 379456.

En relation dr ju en delmingd till A x A, d.v.s. ett element i
P(A x A). Eftersom det finns n? element i A x A finns det alltsa
totalt 27 olika relationer.

Om R ér transitiv och (z,y) € R o R giller att det finns ett
element z sddant att zRz och zRy vilket tack vare transitiviteten
medfor att zRy, d.v.s. (z,y) € R. Alltsa giller att RoR C R. A
andra sidan om Ro R C R, xRy och yRz géller per definition av
Ro R att (z,2z) € Ro R vilket da medfor att (z,z) € R, d.v.s.
rRz. Alltsa dr R transitiv.

R Ar trivialt reflexiv da ju a? + > = a? + b?. Symmetrin #r
ocksd uppenbar. Transitiviteten dr ocksa rittfram: a® + b2 =
® 4+ d? och ? + d? = €2 + f? medfor trivialt att a® 4+ b? = e? +
f2. Ekvivalensklasserna utgérs av alla cirklar centrerade kring
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