Topologisk ordning
Given en riktad graf (V,E).
Definition. En topologisk ordning av grafen ar en sekvens av alla noder i V:

Vi, Vo, Vg ooy V

n

sadant att alla pilarna i E i grafen pekar fran vanster till hoger i sekvensen. Uttryckt
logiskt:

foralla1<ijsn:[(v,v) €EE = i<j]

M.a.o., pilar i grafen far peka fran v, till vy och fran v, till v, (eftersom 1 < 5 och 3 < 4),
men inte fran v, till v, eller fran v, till v, (eftersom 6 = 2 och 7 2 6).

Exempel.

C

En topologisk ordning av grafen ar A, B, C, E, D. En annan topologisk ordning ar A,
C,B, E,D.

Men A, E, B, C, D ar ingen topologisk ordning eftersom det finns en pil fran C till E
men E férekommer fére C i sekvensen.

Nar finns en topologisk ordning?

Alla riktade grafer har inte ndédvandigtvis en topologisk ordning. Har ar ett exempel:



A/OB

| denna graf kan vi inte ordna A,B,C eftersom nagon nod maste komma sist
samtidigt som att ingen nod kan komma sist eftersom alla noder pekar pa nagon
annan nod. Detta betyder i sin tur att grafen maste innehalla en cykel, som gor det
omgjligt att bestamma ordning.

Sats. En riktad graf har en topologisk ordning om och endast om grafen inte
innehaller nagra riktade cykler.

Anmarkning. En riktad graf utan cykler kallas ocksa en riktad acyklisk graf eller, pa
engelska, directed acycic graph (DAG).

Beviset av satsen ges utav foljande tva hjalpsatser.

Hjalpsats 1. Om grafen har en riktad cykel, da ar det omdjligt att hitta en topologisk
ordning.

Bevis. Detta kan vi se med hjalp av ett motsagelsebevis. Anta att grafen har en
cykel och en topologisk ordning. Kolla nu var noderna fran cykeln ligger i den
topologiska ordningen, och ta den noden v som ligger sist i ordningen. Den noden
pekar ju pa en annan nod u i cykeln, som maste ligga fore i den topologiska
ordningen. Detta ar omgjligt. o

Hjalpsats 2. Om grafen inte har en riktad cykel, da finns det en topologisk ordning.

Beviset for hjalpsats 2 lamnar vi till nasta stycke.

Att skapa en topologisk ordning
For att kunna skapa en topologisk ordning definierar vi féljande begrepp.

Given en riktad graf (V,E).



Definition. En enstéring ar en nod v i V sadant att det inte finns nagra noder u i V
som pekar pa v. Uttryckt i logik:

forallau € V:(uv)¢E

En enstoring ar en bra kandidat for att borja en topologisk ordning med; ingen pekar
ju pa den!

Det visar sig att det alltid finns minst en enstdring i en riktad graf utan cykler.
Sats. | en riktad acyklisk graf med minst en nod finns det alltid minst en enstéring.

Bevis. Med hjalp av motsagelsebevis. Anta att vi har en riktad graf utan cykler och
utan enstéringar. Ta vilken nod som helst. Nagon nod maste peka pa den (eftersom
vi inte har nagra enstdringar), ta nagon av de noderna. Upprepa denna process.
Eftersom vi bara har andligt manga noder, och processen aldrig tar slut, maste vi sa
smaningom komma tillbaka till en nod som vi redan har sett. Men da har vi ocksa
hittat en cykel i grafen. Detta strider mot vart antagande. o

Da kan vi nu gora beviset for hjalpsats 2.

Hjalpsats 2 (upprepad). Om grafen inte har en riktad cykel, da finns det en
topologisk ordning.

Bevis. Med induktion 6ver antalet noder n i grafen G.

Basfall: n=0. D& ar grafen tom, och vi tar den tomma sekvensen som topologisk
ordning.

Stegfall: n=k+1, k=0. Induktionshypotesen (l.H.) sager att for varje acyklisk graf med
k noder finns det en topologisk ordning.

Nu tar vi en acyklisk graf med n (=k+1) noder. Enligt satsen om enstdérningar finns
det minst en enstorning v i grafen. Vi skapar nu en ny graf G’ dar vi tar bort v och alla
pilar fran v. G’ har k noder och ar fortfarande acyklisk.

Enligt I.H. finns det da en topologisk ordning fér grafen G’. Vi skapar en topologisk
ordning for grafen G genom att borja med noden v (som vi tog bort) och sen tar vi
noderna fran G’ i den topologiska ordningen. Detta ar en topologisk ordning for G
ocksa eftersom ingen i G’ pekar pa v. o



Vi har alltsa visat att varje graf med en topologisk ordning inte har nagra cykler, och
att varje graf utan cykler har en topologisk ordning. Dessutom har vi visat att varje
graf utan cykel maste ha en enstoring.

Det sista géaller inte at andra hallet: Det finns grafer med cykler som anda har
enstoringar. Kan du hitta ett sadant exempel?



