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Aritmetik i digitala system

Talomrade:

Det talomrade som géller for ett digitalt system beror pa om
man beaktar tal utan tecken eller tal med tecken.

» For tal utan tecken ar minsta méjliga talvarde = 0

» For tal med tecken beror minsta méjliga talvarde pa antalet
sifferpositioner samt vilken talrepresentation som anvands.
Vi aterkommer strax till detta.

Givet bas r och n sifferpositioner blir talomradet for tal utan tecken:
[O, rm— 1]
Exempel: Fér decimala tal med 4 siffror blir talomradet [o, 10* 71] =[0, 9999]

Exempel: For binéra tal med 8 bitar blir talomradet [o, 28 -1] =[0, 255]

Aritmetik i digitala system

Speciella egenskaper:

Systemet arbetar med kodord (s k maskintal) med ett begransat
antal sifferpositioner:

= Endast tal inom ett begransat talomrade kan anvandas
= Spill ("overflow”) kan uppsta vid en aritmetiska berakning

i de fall da dess resultat hamnar utanfér talomradet
Systemet anvander kodord som representerar antingen enbart
positiva tal eller bade positiva och negativa tal:
= En lamplig kodning maste finnas for bada typer av tal

= Spill maste kunna detekteras oavsett vilken typ av tal som
ingar i en berakning

Aritmetik i digitala system

Addition av tal utan tecken:

Raknereglerna for addition ar likvardiga oavsett vilket talsystem
som anvands, och kan anpassas till digitala system med n
sifferpositioner:

» Om addition av tva tal utan tecken ger en minnessiffra ("carry out”)

till sifferposition r" har spill intraffat, och talomradets 6vre gréns
har passerats.

Demo: decimal addition av talen X =7396,

Y =5842,

Demo: binar addition av talen X=10101101, =173,

Y =01100110, =102,




LEU431 - Digital- och datorteknik, Chalmers, 2015/2016
Uppdaterad 15 september, 2015

Foreldsning #7

Aritmetik i digitala system

Subtraktion av tal utan tecken:

Raknereglerna for subtraktion ar likvardiga oavsett vilket talsystem

som anvands, och kan anpassas till digitala system med n

sifferpositioner:

+ Om subtraktion av tva tal utan tecken kraver ett lan ("borrow”) fran
sifferposition r har spill intraffat, och talomradets undre grans har
passerats. Negativa tal finns ju inte for tal utan tecken.

Demo: decimal subtraktion av talen X =7396,;
Y =5842,,

Demo: binar subtraktion av talen X=10101101, =173,
Y =01100110, =102,

Aritmetik i digitala system

Subtraktion av tal utan tecken:

Raknereglerna for subtraktion ar likvardiga oavsett vilket talsystem
som anvands, och kan anpassas till digitala system med n

sifferpositioner:
. Or w”) fran
si Hur ha ans har

pal

Demo!

Demo: binar subtraktion av talen X=10101101, =173,
Y =01100110, =102,

Teckenrepresentation

Tecken-belopp-representation:

Om vi later mest signifikant bit (position 2™) i kodordet representera
tecken, och de dvriga bitarna representera talets belopp (absolutvarde)
far vi ett symmetriskt talomrade.

Kodord| varde Exempel: Med n = 3 bitar ochctecken—belopp
kan man representera talomradet [-3,+3].

000 | “0

001 | “1 Observera att talomradet nu forvisso blir

010 | = pos symmetriskt (min = =3, max = +3), men att vi
samtidigt har fatt tva nollor (+0 och -0) med

LR olika kodord.

100) o Denna representation ar inte lamplig da

101 ) -1 neg - vanlig binar addition inte ger ratt resultat

110 ) =2 « den kraver olika berakningsmetoder for olika

111 | “3 kombinationer av positiva och negativa tal.

Teckenrepresentation

Excess-N-representation:

Vi sag tidigare att man med hjalp av en excess-N-kod kan representera
bade positiva och negativa tal.

Analog/Digital-omvandare, ADC

[——
R oigital .
Givare igital 2

Spéinning t ex [-8V,+8V] —y
(Sensor) -
Analog x

U= xyaw,
(Binart kodat varde
for spanningen.)

Start —{ — Fardig

Kodendecimalt: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Koden bindrt: 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

u
Spanningsvarde: -8V 7V -6V SV AV 3V 2V AV OV #IV 42V 43V 4V 45V 46V TV 4BV

Man far har spénningen i volt genom att subtrahera 8 frén kodordets vérde (excess 8).
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Teckenrepresentation

Excess-N-representation:

Kan denna representation, som har teckenbit och bara en nolla, leda
till nagot battre?

N Exempel: Med n = 3 bitar och excess-4-kod
kodord | vard
;00(; V“a;"e kan man representera talomradet [-4,+3].
001 | “3 Observera att talomradet nu blir osymmetriskt
0101 2 neg (min = -4, max = +3), pa grund av att talet "0”
betraktas som positivt.
011 | “1
100 | “0 Denna representation &r inte heller helt 1amplig
1011 da vanlig binar addition inte fungerar direkt,
— pos utan kraver att teckenbiten i resultatets kodord
110y 2 inverteras efter additionen for att det skall
L representera ratt varde.
CHALMERS

Teckenrepresentation

Invertera teckenbit

Excess-N-representation:

Men vad hander om vi inverterar teckenbiten i excess-N-kod?

Sortera tabell

kodord | véarde kodord| vérde kodord | vérde
000 -4” 100 | "4 000 “0”
001 -3” 101 “-3" 001 “qr
neg - — neg 210 = pos
Detta kallas for 011 ]| 3
100 ‘0 000 0 100 | “4”
101 "1 001 1" 101 “3"
pos pos neg
110 2 010 2 110 | “2
111 ‘3 011 3" 111 “1”

CHALMERS

Teckenrepresentation

Excess-N-representation:
Men vad hander om vi inverterar teckenbiten i excess-N-kod?

Invertera teckenbit ﬁ

ﬁ Sortera tabell

kodord| varde kodord | varde kodord | varde
000 | “4” 100 | “4” 000 “0”
001 | “3 101 | “3" 001 | “
010 | “2 neg 110 | =2 nes 010 ‘2 pos
011 ] “1” 111 1 011 “3"
100 “0” 000 0 100 -4
101 “1” 001 1 101 | “3”
pos pos neg
110 ‘2" 010 ‘2" 110 | 2"
111 “3" 011 3 111 | “1”
CHALMERS

Teckenrepresentation

2-komplementsrepresentation:

Med denna representation fungerar vanlig binar addition med saval
positiva som negativa tal!

kodord| varde
000 “0”
001 “1”
010 2’ pos
011 “3"
100 -4
101 ] “3”
neg
110 | *2
111 ] “1”

Man kan alltsa addera en godtycklig
kombination av positiva och negativa tal,
med en och samma metod och utan att
behdva gora efterjusteringar:
"1”+72”=001+010=011="3"
”-1”+70" = 111 + 000 = 111 ="-1"
72" +7-1"=110 + 111 =101 ="-3”
"3" +"-3" =011 + 101 =000 ="0"
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Teckenrepresentation 2-komplementsrepresentation
2-komplementsrepresentation: Vad ar ett 2-komplement?

Med denna representation fungerar vanlig binar addition med saval

2-komplementet till ett tal Y i det binara talsystemet ar det tal (-Y)
positiva som negativa tal!

som vid addition av de tva talens kodord ger resultatet 0.
Man kan alltsa addera en godtycklig

Mer generellt galler att r-komplementet till ett tal Y i ett talsystem

rodord ] varde kombination av positiva och negativa tal, med bas r &r det tal (-Y) som vid addition av de tva talens kodord
TR med en och samma metod och utan att ger resultatet 0.
oot | ™ Givet den bas r och det antal sifferpositioner n som ett digitalt system
010 | *2 arbetar med definieras r-komplementet for ett tal Y pa foljande satt:
011] s ey e Y L
ool -2"+7-1"=110 + 111=101="-3 | rkomplemen
o o] | 3+ -3 =011+101=000=0 Fér binara tal definieras alltsa 2-komplementet for ett tal Y som:
o) e t Vilken egens| Y, omomen = 2"~ Y
111 1 gor al —komplemen

CHALMERS CHALMERS

2-komplementsrepresentation Aritmetik i digitala system

2-komplement i praktiken 1-komplement

Ett effektivt satt att arbeta med 2-komplement 4

Subtraktion av tal utan tecken:

t att observera foljande: Med 2-komplementaritmetik kan man utféra subtraktionen X —Y av

“carry-in" tva tal utan tecken genom att utféra additionen X + Y, iement

+ Om additionen av tva tal utan tecken med 2-komplementaritmetik
inte ger en minnessiffra till sifferposition 2" har spill intraffat.
Man inser detta genom att observera att 2-komplementet
innehaller en term 2" som skall finnas kvar i ett resultat utan spill.

X=Y=X+(-Y)=X+Y, =X+2"-Y=2"+X-Y

Yz-komplemenl = 2" - Y = 2“ - 1 + 1 - Y
Uttrycket inom parentes kallas fér 1-komplementet av Y, och erbjuder
mdjligheten att ta komplementet pa varije siffra var och en for sig.

Den aterstaende termen '1’ anvander man sedan som minnessiffra
("carry in”) i position 2° vid addition, tillsammans med 1-komplementet.

—komplement

For binara tal betyder det att man byter ut varje bit y, mot 1 —y;

(vilket ju innebar en logisk invertering av varje bit) Demo: binar subtraktion av talen X =10101101, =173,

Exempel: binart tal med 8 bitar Y, :28—1—Y:111111112—Y Y =01100110, =102,

“-komplement

For decimala tal kan man pa samma satt anvanda 9-komplementet.
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Talomrade for tal med tecken:

Givet bas r och n sifferpositioner blir talomradet for tal med tecken i
r-komplementrepresentation:

EHEH]

Exempel: Fér decimala tal med 4 siffror blir talomradet

{{%} [%J - 1} =[-5000, 4999]

Exempel: For binara tal med 8 bitar blir talomradet

[E)ELomm

Aritmetik i digitala system

Grindnét for addition:

Vid manuell addition S = X + Y av tva bindra heltal X och Y med n bitar

kan vi se att berakningen kan betraktas som en serie av additioner av

enskilda bitar, med bdrjan i position 2° och med slut i position 2™

« En bitaddition i position 2 tar bit x; fran X och bit y; fran Y, samt en
inkommande minnessiffra ("carry in”) c;

+ Resultatet fran en bitaddition i position 2/ ar dels en bit s; i
slutresultatet och dels en utgaende minnessiffra ("carry out”) c;4
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Aritmetik i digitala system

Addition och subtraktion av tal med tecken:

Aritmetik for tal med tecken kan anpassas till binara digitala system
med n bitars kodord pa foljande satt:

» Kodorden har 2-komplementrepresentation.

» Addition X + Y utfors direkt pa kodorden.

* Subtraktion X - Y utférs medelst additionen X + Y., moement

» Detektering av spill vid addition eller subtraktion av tva tal med
tecken kan inte ske enbart via minnessiffran i position 2", utan
kraver ytterligare analys av talens och resultatets egenskaper.
Varfor det blir s& kommer vi att visa litet senare.

Aritmetik i digitala system

Grindnét for addition:

Man bor alltsa kunna bygga en komponent (ett grindnat) for addition

av en enskild bit, och sedan seriekoppla (kaskadkoppla) n stycken

sadana komponenter for att erhalla en n-bitars adderare.

« Ett grindnat for bitaddition som inte tar hansyn till inkommande
minnessiffra kallas for en halvadderare ("half adder”).

+ Ett grindnat for bitaddition som tar hansyn till inkommande
minnessiffra kallas for en heladderare ("full adder”).
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Grindnat for addition:
Harledning av grindnat fér en halvadderare:

X|Yi| Si Cis1 8§ =X @y,
0 0 0 0 CM = X\ * yi
01 1 0

110 1 0

TG

\ AND-funktion

XOR-funktion




