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Logikgrindar

Fran data till digitala byggblock:

Kursens inledande forelasningarna har introducerat bitar,
bitstrangar och binara koder, d v s det som representerar
de data som var dator kommer att bearbeta.

Nasta steg blir nu att ta fram de byggblock (digitala kretsar)
som senare pa lampligt satt kombineras till storre byggblock
och blir det som utgor datorns grundlaggande delar.

FoOr detta syfte behover vi logikgrindar, digitala kretselement
som utfor enklare logiska operationer. | en logisk operation

representerar varje bit ett sanningsvarde® som kan vara
antingen SANT ('1°) eller FALSKT (°0’).

*) Vi har alltsa stott pa annu en kodning (tolkning) av binara siffror.
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Logikgrindar

Grundlaggande logikoperationer och dess symboler:

Grind Symbol Funktions- Booleskt
(Gate) tabell uttryck
INVERTERARE| x—]| 1 b S u=x
ICKE, NOT .
(ICKE, NOT) 1{o Funktionstabell:
o Ty Ts Beskriver de mojliga
ELLER >1 LU oo o u=xty logiska varden som
(OR) Y o111 kan paféras en grinds
11ol1 ingangar samt det
111 resulterande vardet
pa grindens utgang.
X|y|[u .
(AND) y— 010
1{ofo
111
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Logikgrindar

Regelverk for logiska operationer och grindnat:

For bearbetning av variabler (symboler) som representerar tal
finns regler som beskriver hur dessa variabler far manipuleras,
for att exempelvis I0sa ekvationssystem och uttrycka formler.

Detta regelverk kallas algebra.

Ett motsvarande regelsystem finns for bearbetning av variabler
som representerar logiska varden. Dessa regler kan anvandas
for att beskriva och analysera beteendet hos logikgrindar, t ex
for pavisa ekvivalens mellan tva givna grindnat eller for att ta
fram kretslosningar med sa fa grindar som mojligt.

Detta speciella regelverk kallas Boolesk algebra.
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Boolesk algebra

George Boole Claude Shannon

Pa 1930-talet jobbade Shannon med switchnat, nat uppbyggda av kretselement
som kan vaxla mellan tva tillstand. Kretselementen bestod vid den tiden av relaer.

For att modellera och analysera kretselementen pa en matematisk form anvande
han den algebra som Boole presenterat i mitten av 1800-talet.
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Boolesk algebra

Egenskaper:

Den booleska algebran definieras av

e en uppsattning varden som variabler och konstanter kan anta

e en uppsattning grundlaggande operationer som kan utforas pa
variabler och konstanter

* en uppsattning rakneregler

De varden som kan antas ar SANT (1,T) eller FALSKT (0,1)

De grundlaggande operationer som kan utforas ar:
ICKE (negation): x (alt. x' el. —x)
ELLER (disjunktion): x+y (alt. xvy)
OCH (konjunktion): x=*y (alt. xy, x-y el.x AY)
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Boolesk algebra

Rakneregler: (Postulat)

P1 Xt+tYy=y+X (kommutativa lagarna)
X*Yy =y*X
P2, X¥(Yy+Z)=X*y+X*Z (distributiva lagarna)

X+(y*z)=(X+Yy)*(X+2)

P3. X+0=x (neutralt element)
X*1=X
P4. +X =1 (komplementlagarna)
*X =0
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Boolesk algebra

Rakneregler: (Teorem)

T5. X+(y+z)=(x+y)+z (associativa lagarna)
X (y#2z)=(X#y)*Z

T6. X*¥y=(X+Yy) (De Morgans lagar)
X+Yy=(X*y

T7. X+tX=X (idempotent element)
X kX =X

T8. x+1=1 (annihilerande element)
x*0=0

T9. (X)=x (dubbel negation)
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Ett mojligt framtida scenario

For att illustrera hur anvandbar Boolesk algebra ar i digital-
och datorteknik, forestaller vi oss ett scenario i en inte alltfor
avlagsen framtid:

Du ar helt ny pa ditt jobb som konstruktér av digitala system,
och har fatt i uppgift att avsluta ett pagaende projekt. Allt gar
bra tills du kommer till en delkomponent som tyvarr anvander
for manga logiska grindar for att projektet skall uppfylla kraven.

Mer specifikt har du fastnat vid funktionen f = (x+y)(x+z) som
tar tre logiska grindar i ansprak, men som du misstanker kan
realiseras med féarre grindar. Om du hittar en sadan I6sning
Skulle produkten kunna fardigstéllas (varandes lite billigare och
strobmsnalare), vilket sadkerligen skulle uppskattas av din chef.
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Ett mojligt framtida scenario

Da deadline for uppgiften ar redan i morgon, och da du kdnner
dig orutinerad vad géller denna del av digitalteknik som kallas
"kretsminimering”, radfragar du en kollega som lovar att ta en
titt pa detta snarast magjligt.

Nar arbetsdagen ar néastan till anda kommer din kollega med
en I6sning som bara behébver tva grindar: g = x+yz. Din kollega
har dock brattom hem och hinner inte stanna for att forklara
hur han fatt fram Ibsningen, utan sédger bara "Trust me!”

Da du vet att din kollega gatt pa Hogskolan i X, och inte pa
Chalmers, vill du helst verifiera att den nya I6sningen ger
samma funktion som den férsta. Du vill ju inte lamna ifran dig
en felaktig design det forsta du gor pa ditt nya jobb ...
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Ett mojligt framtida scenario

Metod 1:

Stall upp en sanningstabell och visa att de tva uttrycken ger
samma utfall for varje kombination av uttryckens variabler.

Metod 2:

Visa ekvivalensen algebraiskt genom att tillampa raknereglerna
i den Boolska algebran.



CHALMERS

Ett mojligt framtida scenario

En tid har gatt och du tanker tillbaka pa den lyckade starten pa
ditt jobb. Fast det retar dig lite att du inte hade egen kunskap
for att I6sa detta. Darfor tar du fram ditt gamla material fran
kursen i Digital- och datorteknik, och gar igenom det i lugn och
ro under en helg, sa att du kan vara ordentligt férberedd nésta
gang en liknande uppgqift dyker upp.

Sa: hur borde du ha I6st uppgiften ... 2?7?
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Boolesk algebra

SP- och PS-form:

| det framtida scenariot observerade vi att funktionen hos en

krets kan uttryckas pa tva olika former:

« Som en summa av produkter, SP-form, aven kallad disjunktiv
form. Din kollegas losning, x+yz, ar exempel pa sadan form.

* Som en produkt av summor, PS-form, aven kallad konjunktiv
form. Den 16sning du ville forbattra, (x+y)(x+z), ar exempel pa
sadan form.

SP-form och PS-form for samma funktion ar alltsa ekvivalenta,
sa endera formen kan valjas. Dock kan den ena i praktiken vara
mer lampad, t ex pa grund av begransningar i hur manga grindar
som totalt far anvandas, eller pa grund av begransningar i vilken
typ av grindar som far anvandas.
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Boolesk algebra

Mintermer och maxtermer:

Utgaende fran funktionstabellen for en given Booleskt funktion ar

det majligt att harleda funktionens SP-form respektive PS-form:

« For SP-form skall vi identifiera de rader i tabellen som har
ett funktionsvarde lika med '1’. Den unika produkten av
invariabler for en sadan rad kallas for en minterm. Summan av
alla mintermer kallas for SP_normal form.

 For PS-form skall vi identifiera de rader i tabellen som har
ett funktionsvarde lika med '0’. Den unika summan av
invariabler for en sadan rad kallas for en maxterm. Produkten
av alla maxtermer kallas for PS normal form.

Observera att varje minterm och maxterm ar unik och innehaller
samtliga invariabler.
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Boolesk algebra

Kommentar:

Vi valjer SP-form eftersom vi sag att din kollegas I6sning, med
det minsta antalet grindar, hade den formen.
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Karnaughminimering

Minimering av Booleska funktioner:

Om vi inte ar nojda med den lIosning som ges av funktionens
SP normal form eller PS normal form, kan vi harleda ett minimalt
uttryck genom Karnaughminimering.

Denna metod bygger pa att man for in funktionstabellen i en
matris med invariablernas olika varden langs rader och kolumner.

Varje ruta i matrisen representerar funktionsvardet for en minterm
(for SP form) eller en maxterm (for PS form).
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Karnaughminimering

Minimering av Booleska funktioner:

For att ge majlighet till effektiv eliminering av onoddiga variabler
skall intilliggande rader respektive kolumner representera termer
ordnade enligt Gray-kod, d v s de skiljer sig at i en bitposition.

Ringa in sa stora grupper av 1:or (for SP form) eller O:or (for PS
form) som moaoijligt, och ta fram uttrycken for dessa.




