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1 Owersikt

Det harpapprethandlarom hur koordinaterndor ett objekti entredimensioneli/arld dversattill
koordinateri ett tvadimensionelltplan, typiskt en datorskarm.Mera patagligt galler det att
bestammavilk en bildpunkt som mots\arar en tredimensionelpunkt. Vi arvdndergrundlaggnde
linjar algebravilket inte hindraratt detkan kannastungt. Trostadig med att grafikprocessoriiar
jobba med sadant har féane punkt som du anger!

Mana koordinatsystem ar inblandade. Schematiskt:
Alla synliga punkter

Xy hamnar i enhets- i fonstret
T y\/>ﬁ z, T kuben
XW XV

Modellkoordinater Varldskordinater Vykordinater Projektionslordinater Skarmbordinater

Varldskoordinatsystemet(world coordinatesystem)ar det systemi vilk et objektenbefinnersig.

Obsenatorenbetraktarobjektenfran enviss punkt (6gatsposition)ochmedenvisssynriktningoch

infor harvid ett nytt koordinatsystemyykoordinatsystemet (viewing coordinatesystem)eller

ogonkoordinatsystemetmedz-axelni synriktningenoch medorigo vid dgat. Vid perspektipro-

jektion tanker mansig ett projektionsplan paavstandeD framfor 6gat. For enkelhetsskull tanker

vi osstills vidareattallaobjektenligger framfor detplanet.Vykordinatsysteméiri vissasystemett

vanstersystenimedpositiva z-axeln i synriktningen), andraett hdgerloordinatsystenfmed posi-

tiva z-axeln i andrariktningen).l OpenGLharvi ett hdgerloordinatsystemgvs vykoordinatsyste-
metsz-axel ar motriktadsynriktningen.Vi tittar alltsai negativ z-led. Vi forutsattergenomgaende

fortsattningen att det &r sa.

Modellk oordinatsystemetar detsystemi vilk etvi tillv erkarmodellerfér objekten.T ex engrund-
modellfor etthussomsedarskalasochroterasnnandetmedtranslationplaceras vérlden.| enk-
lare fall kan vi bortse fran detta system.

Vi betecknawarldsloordinateribland medindex w (somi world), vykordinatermedindex v och
projektionsloordinater med indep.

Overgéngerfran modellkordinatsystentill varldsloordinatsystengérspaettuppenbarsattmedde
grundlag@nde transformationerna skalning, translation och rotation och berors inte vidare héar

| ett 3D-systembehd\er vi inte alls tinkapa detaljerna transformationernaDet &r sjalvklart som

det skall ara. Men det ar olyckligt pedagogiskt sett, eftersom man bor ha mer &n ett hum om dem.
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2 Byte av koordinatsystem,specielltfran varldskoordinatsystemettill
vykoordinatsystemet

Vi hartva ratvinkliga koordinatsystenmxyz-systemetespektve x'y'z'-systemetSkalningentankes
varadensamma bagge En punktP=(x,y,z) (jag skriver " i betydelsertransponatbland for attfa
kolumrvektorerpd litet utrymme) har koordinatergivnai det forsta systemetVi vill haredapa
koordinaternz(x',y',z')* for Pi detandral denvanligastedatografiskatillampningenér véarldsloor-
dinatsystemedetforstaoch vykoordinatsystemedetandra.Foljandefigur illustrerari 2D detpro-
blem som hér formulerats for 3D.

y

Figur 1: Overgang fran ett &ordinatsystem till ett annat.
Det finns flera satt att ta frameéigangen.
1. Bockerna

De flestalarobdcleri datografik for ett resonemangomgar ut pa upprepadeotationer Omstand-
ligt formelmassigt, men inte taakassigt. Vtar oss fram pa nagot #6ljande tva andra satt.

2. Saharkan vi gora i stallet

Lat g oche| vara enhetssktorerna langs axlarna, dvsktorer med langden 1 och lat
Po=[Xo: Yo» 2] varadetnya koordinatsystemetsrigo uttryckti detursprunglig. Vi forutsatteratt
de rya enhetsgktorerna ar kédnda i xyz-systemetxt e

ei=[a b, ql",i=1,2,3.
For de ursprunglig géller ju
e; = [1,0,0] osv

UppfattapunkternaP och Py somvektorer Nu &r ju koordinaterna x'y'z'-systemeprojektionerna
av vektorn

P-P,
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pa respektie enhetsektore; , dvs
X'=(P-Pg)€y, Yy =P-Pge€s z' =P -Py)eey

dar produkterna ar skalarprodukt&nnorlunda uttryckt ar be
X = (x)agt (Y-Yolbat (2-2)0

Vi far darfor foljande formel

% a; by ¢y B
Y| = |a; by ¢y by — PO%
k4 ag by c5|[12 0

Naturligtvis kan vi har aréinda s k homogenaérdinater for att fa det enhettige skivséattet

N alblcld1 kx alblcld1
p o= Y] = [B2baCdylyl _ @by dy

z a3 bz c3 3| 2 a3 by c3 d;

Y looo1/¥ |Jooo1

dar talen gdkan réknas ut (gors i nastesaitt).
3. Ett mahanda annu enklare satt, som vi amdnde 1999 och 2000

Lat origo for vykoordinatsystemevara punktenPg=[xq, Yo, zo]* i varldsloordinatsystemet.at
enhetsektorernafor vykoordinatsystemetaxlar vara[ay, by, ¢;]", [ag, by, ¢;]" respektve [ag, bs,
03]* uttrycktai varldsloordinater Dessahar langdenl och ar naturligtvis sinsemellarvinkelréta,
dvs skalarprodukterngeg ar

[a by ] Hay by ¢ = Elc;,ii . jj

™

L&t oss nu se pd en godtycklig punkt beteckPad, y, z]" i varldsloordinatsystemet och
P=[x, v, z] T i vykoordinatsystemet.

Om vi accepterar resonemanget i punkt 1, sa finns det d& en 3x3-matris M sadan att
P = M(P - Pg).

valj harP s& atP - Py = [a, by, 6], i = 1,2,3. D& maste

a 1 a 0 a3 0
Mib,| = |0 Mib, = |1 Miby = |0
c, 0 [ 0 Cq 1
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Eftersom ektorerna [a by, ]* &r ortonormala foljer att
a; by ¢

M= |a; b, c,

ag by Cy

Om vi gér oer till homogena &ordinatey dvs t &

X
p=|Y
z
1
s kan vi skwia
a; bycy 0/(100—x, a, by ¢, dy
P = a, b, c, 0 OlO—yOP: a12b2c2d2P
azby;c3 0001 -z, az by c3 dg
00010001 0001
dar
d
dy| = -MP,
ds

3 Hur bestammer vi enhetsektorerna for vykoordinatsystemet?

| forra avsnittetbetecknadei dessaenhetsektorermede’q, € , och €', eftersomvi studeradett
allmént byte mellandordinatsystem. Nu a&énder vig,, §, ochz,.

Enhetswektorn z,: | deflestasystemangesigatspositionochenpunktmotvilkenmantittar. Skill-
nadenger ossen vektor somefter normaliseringolir densoktavektorn.Om manvill haetthoger-
orienterat vykordinatsystem (vilét ar naturligst) skall ektorn \ara motsatt tittriktningen.

Enhets\ektorn ¥,: Dennavektor skall varavinkelratmot z,. Man brukarangeen uppatektor u,
somi bastafall arjustsddanmeni allméanhetinte &r det. D& latermanenhetsektornvaradennor-
maliserade vinglréta lomponenten, dvs —(u * )z, normaliserad.

Enhetswektorn X,: Bildar vi som den ektoriella produktery, x 2.
Ett par nyttiga erinringar :

1. Oma=(a,a,a) ochb ar icle-parallella ektorer och ektorna har langden 1, dvs &r
normaliserad, s& dektorn
c=b- (bea)a
vinkelrat mot ektorna och ligger saledes i det plan som Aaom normalektor. Skalar
produkterbea &r gb,+ab,+aghs.
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2. Omaochb &r icke-parallella ektorey sa ar ektorn (den ektoriella produkten\aa ochb)
c=axb
vinkelrat mot bade ochb. Vektornc &r riktad som nar man vrider en hégi@ngd skruv

(kortaste vagen) fréatill b. Den \ektoriella produkten kan i ett hogersystem beraknas som

"determinanten”€) ar enhetsektorerna
€ & €3 |aghz—aghy

aj ayag| = |agh; —a;by
by by ba | ajby—asby

| ett vanstersystem far man satta minustedkamfor hogerledet.

4 Projektion

Huvuduppgifterér att 6verga fran vykoordinatsystemetll en planyta. Dettagérsgenomatt man
Iater punkternai vykoordinatsystemeprojiceraspa ett plan parallellt med x,y,-planetoch pa
avstandetD framfor origo (obseratdrensdga). Vid parallellprojektion (ortografiskprojektion)
gorsenren projektionpéx\,yv-planet(dvsxpzxv, Yp=Yv)- Vid per spektivprojektion sker projektio-
nenlangsenlinje mellanpunktenochorigo (6gat). | datografiksammanhangill manfortfarande
oftasthatillgdng till full djupinformationochmanlateri sddandall projektionskordinatsystemet
ha en z-kmponent. Obseattrens position ar origo i vgkrdinatsystemet.

Xv¥v Projektionsplan o (XY.2)

—
—
-
—

- Yv

-< =~ ¥
z, &
-
_ZV

Figur 2: Perspektiprojektion.

Med hjalp & bilden avan finner man latt att:

Xp = -%,Dlz,
Yp = -WDlz,
z,=-D(Ingen bearad djupinformation!)

Minustecknerkommersig av attvi tittar i negativ synriktning.Omvi évergartill homogenaoordi-
nater kanvi skriva 6vergangerpamatrisform.Sattw=-z, (>0), varigenom(tredjeradenar baraen
omskrivning ar z,=-D och fjérde raden &r just wxjz

WXy DO 0 0%
Wy, _ |0 D 0 0|y
wz OODOZv
w 00-10/|1
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Obsereraatt matrisendr oberoendewv z,, dvs sammamatriskanarvéndador allapunkter For att
f& fram de verkliga projektionskordinaternandstevi emellertiddivideramedw, dvs denfjarde
komponentem denframraknade/ektorn.Vart mal nu &r att hitta ett uttryck for z, sombevarardjup-
informationenoch somdessutongdr att 6vergdngenmellanvykoordinateroch projektionsloordi-
naterkan skrivas pa formen ovan (med en annankonstantmatris).| safall uppnarvi tva viktiga
saler:

1. Hela transformationen frdn modediirdinater till projektionsordinater kan beskras
med en endadastant matris.

2. Transformationenwbildar linjer pa linjer och plan pa plan. Detta &r ensekens &
punkt 1, vilket vi dock inte lagger ned moda pa att visa. Detta &r ett naturligerivdsk
och &r n&got som ugttjas i mang algoritmerDaremot &r det som voknmer att visa
senare inte sjalvklart uppfyllt.

Ett naturligt \al - som bearar djupinformation - ere
Zy=-3 (PRELIMINARY)
men d& gar det inte att skai projektionen pa matrissktorform (med en &nstant matris)!

| allariktiga grafiksysteng6r manen normaliseringsominnebaratt mansertill att-1<x,y,<1
och-1<z,<1(OpenGL)eller0 <z, < 1 (DirectX). For dettakrévsatt manbegransasynfangetill
en s k &huggen syngramid:

XYy YW=-Az, A X0Yp
A
,,,,,,,, I
. or _

zZ, ¥ |
Voo >~ b > z,

|——

N zp:-l zp—l
-

| OpenGL:sgluPerspective angervi syrvinkeln © i y-led ochen synkwt (medvilken syrvinkeln i

x-led kanraknasut) samtavstanderN (near))ochF (far) till debadaklipp-planen.FigurensA kan
naturligtvisberaknagran ©: A = tan(©/2). Vi antarfér enkelhetsskull att synkvotenar 1 sdattsyn-
vinkeln ochdarmedA &rsammai x-led. Denavhuggnasynpramidenkommeratt avbildaspaden
onskade kuben.

Vi kanlatat ex dethitre klipp-planetutgéraprojektionsplandvs D=N. For attfa Ypi[-1,1] behower
vi bara divideradettidigarevardetmedhalva héjdenpadetnarmsteklipp-planet,dvs AN. Vi far da
vwo _ oy

Yo T TANZ, T Az,

och p& samma sétt

x = v
p Az,
For z skulle vi kunna gora den linjara transformationen
2z,+N+F
7. T
P N-F
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somoverfor z,=-N och z,=-F i z,=-1 respz,=1, menprecissomfér z;=-z, gér detinte att skriva
transformationen pa matris-form.

| stalletgor vi denolinjaratransformationen(formenkan motiveraspa olika satt; ett pragmatiskt
satt ar att vi vill ha diision med g precis som for xoch y)

NO
12N ZV%+ED+2N

ZV _— %l ND
1 Z ——

Denforstatermeni mellanledetransformeraz=-N till 0 ochz=-Ftill 2 ochsubtraktionermed1
ser sedan till att inteallet i stallet blir [-1,1].

Med w=-z, som forut kan vi skvia

10 0 o
wxy| | A X,
1
Wy, OZ 0 0 ||Y
Yoy o LE+N =2NF|| &
w F-N F-N|[1
00 -1 0 |

dvs nu klarar vi ossmed en konstantmatris. Och precissom forut mastevi goraen division per
punktfor attfa fram de verkliga koordinaternaVi utgick ovanfran att hitre klipp-planetvar projek-
tionsplanet! sjalva verket har detdockingensomhelstbetydelseor formelnovan.| mang laro-
bdcker behandlar man allménnare synsituatipviécet bara leder till en litet annorlunda matris.

En linje (ett plan)i vykoordinatsystemdblir inte sélert enlinje (plan)i detpreliminéra(det med
z,=-2,) projektionsloordinatsystemeDaremotfortsatterdenatt varaenlinje (plan)i detnormali-
seradesysteme(vi visar detinte). Dettaar enfordel eftersomvi vill géraen massdinjara saleri
detnormaliseradsystemett ex interpoleraEn annarférdel meddetnormaliseradsystemetr att
klippning sker mot plan som &r parallellamed koordinatplaner(i OpenGLsker klippningenfére

divisionen med wdvs precis fore normaliseringen, men formelmassigt blir det ndstan samma sak).

Vi kannu kommahelavagenfran modellkoordinatsystemettll detnormaliseradsystememeden
konstantmatrisgenomatt barapa slutetdivideraen gangper punkt. Den slutliga avbildningentill
fonster/skarm-kordinater &r trialt linjar (se &snitt 6).

Ovning: Hur ser matrisen vid parallellprojektion med liknande normalisering ut?

5 OpenGL

Naturligtvis bor vi belysateorin ovan genomatt se pa hur detverkligenari OpenGL.Vi utryttjar
rutinenvoi d CheckMat ri x(GLenum M (frdn avsnitt 8 i OpenGL-haftetsomtar enparameter
som ar antingenGL_MODELVI EW MATRI X eller GL_PRQIECTI ON_MATRI X och skriver ut
mots\varande matris, dvs modell-vy-matrisen resp projektionsmatrisen, rad for rad.
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Jagsertill attfonstretar kvadratisktfran borjanochlaterdetsaforbli (dvs denomstandligiskrivna
synkwteni proceduremedanar 1, vilketvi ju for enkelhetsskull férutsattevid framtagningerav
matriserna). Omskalningsproceduren ser ut sa har:

voi d nyReshape(int width, int height)
{

gl Mat ri xMbde( G._PRQIECTI ON) ;
gl Loadl dentity();
gl uPer spective(120.0, ((G.float)wi dth)/((G.float)height),1.0,9.0);
gl Mat ri xMbde( GL_MODELVI EW ;
gl Loadl dentity();
gl uLookAt (0.0,0.0,1.0, 0.0,0.0,-3.0, 0.0,1.0,0.0);
}

Och omritningsproceduren

voi d di spl ay(voi d)

{
glCearColor(1.0,1.0,1.0,1.0);
gl Ol ear (GL_COLOR BUFFER BI T | GL_DEPTH BUFFER BI T);
CheckMat ri x( GL_MODELVI EW MATRI X) ;
CheckMat ri x( GL_PRQIECTI ON_MATRI X) ;
RitaNgt();
gl PushMatri x();
gl Rot at ef (45.0,0.0,0.0,1.0);
CheckMat ri x( GL_MODELVI EW MATRI X) ;
CheckMat ri x( GL_PRQIECTI ON_MATRI X) ;
RitaNgt ();
gl PopMatri x();
gl Fl ush();
}

| omritningsprocedureskriver vi forst ut modell-vy- och projektionsmatriserneDarefterritar vi
nagot (godtyckligt ad, sa ritproceduren finns inte med).

Utskrift av nodell-vy-matris

1. 000000 0.000000 0.000000 0.000000
0. 000000 1.000000 0.000000 0.000000
0. 000000 0. 000000 1.000000 -1.000000
0. 000000 0. 000000 0.000000 1.000000
Ut skrift av projektionsmatris

0. 577350 0. 000000 0.000000 0.000000
0. 000000 0.577350 0.000000 0.000000
0. 000000 0. 000000 -1.250000 -2.250000
0. 000000 0. 000000 -1.000000 0.000000

Modellvy-matrisenskall forst vara sddanatt x- och y-vardenainte forandrasmedanz, = z,, - 1
(vykoordinatsystemets origo ligger ju,j z 1). Detta ger den forst utsknia matrisen.

Lat ossavenverifieradenutskrivnaprojektionsmatriserVi harN=1, F=9 ochA = tan60°. Somger
1/A=0.57740ch -(F+N)/(F-N) = -10/8 = -1.25 och -2NF/(F-N) = -18/8 = -2.25. Praktik och teori
stammer allts& nar det galler projektionsmatrisen.
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Sedansagervi att allt somskall ritas skall roteras45 graderrunt z-aveln (i varldsloordinatsyste-
met). Vi skriver aterigenut modell-vy- och projektionsmatrisernaProjektionsmatrisetlir iden-
tiska, eftersom perspe¥ét inte &ndras,arfor vi nu bara tar med den forsta utskriften.

Ut skrift av nodellvy-matris
0.707107 -0.707107 0.000000 0. 000000
0.707107 0.707107 0.000000 0. 000000
0. 000000 0.000000 1.000000 -1.000000
0. 000000 0.000000 0. 000000 1.000000

Vi harju gjort enrotationmed45 gradermotsolskring z-axeln, vilket barapawerkarx ochy. Dar-
med &r &en den andra modellvymatrisen som den skathenligt teorin.

6 Fran reella 2D-koordinater till heltaliga

Vi harnutransformeratlla synliga punktertill atthamna enenhetskub projektionsloordinatsys-
temet.,&terstératttransformera:iessa/érden(xp,yp,zp) till heltaliga skarmloordinater(fénsterloor-

dinatervore kansle numeraett battrenamn).Punktermed olika z, mensamma(x,y,) hamnari

samma bildpunkt.

AYp

(
yp=1 A
I
I
I
I
I
I
I
|
v

yp=-1

— - -
Xp=1 p WIDTH

Och vi inser omedelbart att transformationerna
col = trunc(0.5WIDTH (1 + xp))

row = HEIGHT —trunc(0.5HEIGHT (1 + yp))

dar funktionentrunc tankeshugaa av till narmstaléagre heltal, utrattardetvi vill. Varje bildpunkt
mots\arar en liten kadrat i (3,yp)-planet. Se nastasnitt for kodning i C.
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7 Ett eget 3D-system

Det &r l4tt att medutgangspunkiran varatransformationsmatrisgoraett litet 3D-systemovanpa
ett befintligt 2D-system. L&t oss utgd ifrén att vi har etickatiskt fonster med envgin storlek
#define windowwidth 200

#define windowheight 200

dar bildpunkterna numreras med ett heltatsklinatsystem och att vi har en fardig rutin
DrawLine(int x0,int y0,int x1,int y1)

som drar ett streck fran bildpunkten (x0,y0) till (x1,y1).

Lat datatyperPoint3D beskrva en punkt i 3D, te

typedef struct { double x, y, z; } Point3D;

Vi behéer nu tillverka véasentligen 2 procedurer:

void DrawLine3D(Point3D p0, Point3D p1)

void Camera(Point3D eye, Point3D at, double A, double N, double F)

darA, N ochF &rsomi avsnittetom projektion.Denforstaritar ett strecki 3D. Denandraplacerar
kameranetc. Vi tanker ossfor enkelhetsskull att kameranskvadratiskasynfalt skall avbildas pa
fonstret. \ behéwer ocksa en globakviabel (matris)

double T[4][4] sominnehallerdenmatrissomtransformerafran varldsloordinatertill nor-
maliserade projektionslordinater

For att rita ett kordinatsystem sett fran (2,2,2) i varldekdinatsystemet behéwvi bara anropa

Camera(makePoint3D(2.0,2.0,2.0), makePoint3D(0.0,0.0,0.0),
makeP0oint3D(0.0,1.0,0.0), 1,1,10);
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(1,0,0));
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(0,1,0));
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(0,0,1));

darmakePoint3D &renfunktion somreturneraett vardeav typenPoint3D motswarandedetre para-
metrarnal detféljandekranglarvi intetill detutanskriver "rakt-pa-lod" utanatttankapaeffektivi-
tet eller generalitet. ProcedurenCamera bygger upp matrisen T. De arvanda funktionerna
Normalize ochVector Product normaliserar enektor respektie bildar en ektoriell produkt:

void Camera(Point3D eye, Point3D at, double A, double N, double F) {
Point3D el, e2, e3;
double e3_dot_up;
double V[4][4], M[4][4];
/I Berékna enhetsvektorn for vykoordinatsystemets z-axel
e3.x = eye.x - at.x; e3.y = eye.y - at.y; e3.z = eye.z - at.z;
e3 = Normalize(e3);
e3_dot_up = e3.x*up.x+e3.y*up.y+e3.z*up.z;
/I Berékna enhetsvektorn for vykoordinatsystemets y-axel
e2.x = up.x - e3_dot_up*e3.x; e2.y =up.y - e3_dot_up*e3.y;
e2.z = up.z - e3_dot_up*e3.z; e2 = Normalize(e2);
/I Berékna enhetsvektorn fér vykoordinatsystemets x-axel
el = VectorProduct(e2,e3);
/I Nu kan vi omedelbart berékna matrisen M (M-tilde) som beskriver
Il 6vergéngen fran véarldskoordinater till vykoordinater och sedan
/I matrisen V som beskriver 6vergéngen fran vykoordinater till
/I perspektivkoordinater. Slutligen beraknas T = VM.

}

ProcedurerrawLine3D blir som foljer och utyttjar de déarpa tva féljande procedurerna.
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voi d DrawLi ne3D( Poi nt 3D p0, Point3D pl) {
Point3D p, q; int x0, y0, x1, y1,;
toProj (p0, &); toProj(pl, &q);
toScreen(p, &0, &0); toScreen(q, &1, &1);
Dr awli ne(x0, y0, x1,y1);

}

void toScreen(Point3D p, int* x, int* y) {
[l -1<p.x,p.y<l is the relevant portion
*x = (int) (0.5*w ndowwi dth*(p.x + 1)); // (int) hugger av
*y = wi ndowhei ght - (int) (0.5*w ndowheight*(p.y + 1));

}

voi d toProj (Point3D p, Point3D* q) {
doubl e w;
q->x=T[ 0] [O] *p. x+T[ O] [ 1] *p. y+T[ O] [ 2] *p. z+T[ O] [ 3] ;
q->y=T[1] [O] *p. x+T[ 1] [1] *p. y+T[ 1] [2] *p. z+T[ 1] [3];
q->z=T[ 2] [O] *p. x+T[ 2] [1] *p. y+T[ 2] [ 2] *p. z+T[ 2] [ 3] ;
w = T[3][0] *p. x+T[3][1] *p. y+T[ 3] [2] *p. z+T[ 3] [ 3];
g- >x=0g- >x/' W, g->y=qg->y/w, g- >z=q- >z/ w,

}

Med denharenklateknikenkanvi kommaatt rita sddansominte skall synas.Det endasomskall
synadirju detsomrymsinom denavhuggnasynpramidendvskubeni normaliseradgrojektions-
koordinatey dvs vi masteklippa bort allt somligger narmreanvandarenén det hitre klipp-planet,
dvsplanetz,=-1. Gorvi inte detkommerde delarnaatt ritas uppochner Klippning av enpunktéar
latt, men betydligt mer kompliceradfor t ex linjer. Vi mastenaturligtvis ocksaforhindra z,=0
(annars blir det ju gision med 0).

Skall vart systemaven l6sasynlighetsproblemebehéwer vi en simuleraddjupluffert med &tmins-
tone en punktritningsprocedur

/1 Depth-buffer part
doubl e dbuf f [ wi ndowhei ght] [ wi ndowni dt h] ;

void CearBuffer() {
int i,j;
for (i=0;i<w ndowhei ght;i++) {
for (j=0;j<w ndowwi dth;j++) dbuff[i][j]=-30.0;
}

voi d DrawPoi nt 3D( Poi nt 3D p0) {

Poi nt 3D p;

int x0, yoO;

t oProj (p0, &) ;

t oScreen(p, &0, &0) ;

if (p.z>dbuff[x0][y0]) {
Dr awPoi nt ( x0, y0) ;
dbuf f [ x0] [ yO] =p. z;

}

darDrawPoint, som ritar i fonsterdordinater tanles finnas fardig
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Ochsaharkanvi fortsattai all oandlighetill dessvi nattdetfullandadegrafiksystemetGrafiksys-
temetsomdetbeskriits harfinnsi en X -versionXex3D. ¢ i ~gr af / DEMOS. Kodenér tyvarr inte

struktureradsdatt manlatt bytertill t ex Windows. Figurenovaninnehallandere koordinataxlar
och fyra olikfagade kubsidor &r ritad med det.

8 Transformation av normaler

Vi vet nu att mantransformerapunkterfran ett modell- eller varldsloordinatsystengkoordinater
(XwYw:Zw)) till ett vykoordinatsystenoch vidaretill ett normaliseratprojektionskoordinatsystem
(koordinater(xp,yp.z,) medP, = TP, respekive wP, = TP, darT ar nagon4x4-matris,somkan
ses som sammansatt @atriser for translation, rotation och skalning.

Hur ar detddmednormaler Behower vi bry oss?Egentligeninte, menom vi vill vetahur OpenGL
barsig atarfraganbefogad. Detfinnsdessutonen- enligtmin mening- smarttillampningav sadan
kunskapi sambandnedsynpyramidgaliring ("rita barasaddandéremalsomberorsynpramiden™),
vilken jag tycler fortjanar ett get assnitt 9.

Betraktasominledning planetPLAN i figurennedanmedtillhrandenormalN. Lat ossgéraen
olikformig skalning,sombestai attallay-koordinatetalverasmedarx-koordinaterndevaras D&
Gvergar planet i det streckadganplanet. Tansformationen kan besksis med matrisen.

T = 10
00.5

4 Normal N till planet PLAN
V4 Akta normal till nya planet

4

4

’ ,
LI ’ - Falsk normal till nya planet
~o V4 _ -
~ ~ -~ 4 _ -
~ N / —
N
~ ~

~

~ ~
~
~
~ ~ .
Nya planet
Det givna planet PLAN
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Detligger mojligennaratill handsatttro att normalentill detnya planetfasgenomattlatersamma
transformatiorverkapaN, menresultateblir dai stalletdenvektorsomi figurenkallas"falsknor-
mal". Daremotservi attenaktanormalar TN (i figurenar denndagotkortare) vilk et visarsig vara
nastan sant &n allmant.

Det allmannaresultatetar att omwP' = TP, sdarN' = (TN, dar* betydertranspona{somju
innebaratt matriselemented; byter platsmedg;). Har ar alla matriser4x4 och alla vektorer4x1,
vilket innebar atN har en fjarde @mponent, ars varde strax anges.

Vi arvander i fortsattningendet bekvamareskrivsattet(a,b) for skalarprodukterasb mellantva
vektorera ochb (3-dimensionella eller 4-dimensionella), dvs

n
(a,b) = z a;b;
i=1
dar n = 3 eller n = 4. \kommer att utyttja att om A ar en matris, s arg) = (a,A"b) och
COREICRN

Lat ossforst sepafallet attinga homogenéoordinatetbehdvs dvs attinga translationegr inblan-
dade.D4& har vektorernatre komponenteioch matrisernair 3x3. Vi utgarfran ett plan medkand
normalN, somalltsaar vinkelratmot planet.Alla punkterP transformeragnligt TP. Om Py ochP
arpunkterpaplanetgalleralltsd(N,P-Pg)=0. Dettaaringetannatinplanetsekvation.Jaghavdamu
attN' = (T)IN = (TH*N &r en normal till det transformerade planet. Detta foljeatt

(N, T(P-Pg)) = (T'N',P-Pg) = (T"(T")"IN, P-Pg) = (N, P-Pp) = 0

Slutligentittar vi padetallmannafallet medhomogenoordinateysomiju behévdor attklarahela
transformationsidjan. \ har

X X
wYl =wp =TP=T[Y
z z
1 1

NormalenN skall nu hafyra komponenterVi vill haenmots\arighettill (N,P-Pg)=0i dettidigare
fallet. Om planets elation ar Ax + By +Cz +D = 0,et vi att (A,B,Cf ar en normal och sétter

A
N=|B
C
D

Daar (N,P) = 0 for punkterP paplanetochmedsammayp av resonemangomtidigarefar manatt
det transformerade planet har parametrarna

A
=N =(T) N=(T) B

D
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Detta kan alternatt uttryckas pa formen

Vi haralltsadirektasambandnte baramellannormalernautan&ven mellanplanen.Omed\etethar
vi faktiskt samtidigt visat att ett plan forblir ett plan under de transformationer som &r aktuella.

Ovning: Visa att om punktenP ligger pa framsidanav planetdefineratav N (sammasom att
(N,P)>0), sa ligger P pa framsidan\adet transformerade planet*Q‘IiN och omvént.

9 Synpyramidgallring

Det &rju onddigtatt forsokarita sddansominte kommeratt synas Annorlundauttryckt ar detono-
digt att skickaobjekt somligger helt utanforsynpyramidentill grafikprocessorrDen storafragan
sominte kommerattbeswarasharar vilketsomgarfortast:testeller ritande.Men |t ossi allafall se
hur detta kan ga till (jag pastar inte att sattet har &r det praktiskt basta).

Lat ossforst tankaossatt objektenar kandai varldsloordinatsystemeDet &r inte sarskiltsvartatt
givet positionenfor betraktarenbetraktningsrikningoch syrvinklar raknaut ekvationerfor de sex
begransande planen i syynamiden (inklusie hitre och bortre klipp-plan).

Om objektetar en sfar medvissradieoch medmittpunkteni enviss position,ar det sedarbaraatt
raknaut avstindemellanmittpunktenochettav planen.Om punktenligger pautsidanoch avstan-
det ar storre &n radien, ligger sfareni sin helhetutanfor just dettaplan. Processemupprepador
6vriga plan. AvstandemellanenpunktP = (x,y,z) ochplanet(A,B,C,D) gesav F(x,y,z) = AX + By
+Cz +D om & + B2 + G2 = 1, dvs om den riktignormalen &r normaliserad.

Om objekteti stalletar en allmankorvex polyeder kan vi kontrollerahérn efter hérn genomatt
stoppa in i planens ektioner Eller ocksa avénder vi en omskven sfar

Men vi arbetarnormaltinte medkoordinateri varldsloordinatsystemenér det galler de grafiska
objektenutani modellkoordinatsystemevWisstskulle vi kunnaréaknaut varldsloordinatermendet
ar ju ett arbetesomvi garnadverlaterpa grafikprocessornl. stalletkan vi gorade olika testeni
modellkoordinatsystemedm vi uttrycker synpyramidensplani det. Verkarlika illa eftersomi s&
fall deninverterademodelltransformationeforefaller att behéa arvandasOch dé kanvi ju lika
vél ta stegetfullt ut ochutgafran synp/ramideni projektionsloordinatsystemetn stralandddé. |
projektionsloordinatsystemetéannervi ju de begransandglanen(jfr fig sid 6). Transformations-
matrisenT=Proj*M (frdn modellkoordinatettill projektionskordinater)kanvi beraknagenomatt
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lasaav delsprojektionsmatrise®roj, delsmodell-vy-matriserM padetsattsombeskrvsi avsnitt
8 i OpenGL-héfte(anvandesiveni avsnitt 5 héar). Darefterkanvi beréknaplaneni modellkoordi-
natsystemet eller varldskrdinater (om vi inte har ndgon modelltransformation) med

U1 t1 ta3q tag
. tro too tan t
N = TN = |2te2ta2la
113 b3 ta3 ly3
U4t 134 tay

Det hitre klipp-planethar ekvationen-z - 1 = 0 (medutatriktadnormal),dvs (A,B,C,D) = (0,0,-1,-

1). Dettatillsammansmed sambandeinellanN och N’ ger kolumnenfdr Hitre i tabellennedan.

Ovriga kolumner fas p& motavande sétt.

Hitre Bortre Undre Ovre Véanster Hoger
N’ — —
i projek- | | © 0 0 0 -1 1
tionskoor- | | O 0 -1 1 0 0
dinater -1 1 0 0 0 0

-1 -1 -1 -1 -1 -1

N - -
i modell- tar+ by | |tar—tay t1 =g
i(oordlna- tay+ 1ty | [t3n—1T40) tor—1tys
er

tag+ty3) | |taz—1la3 t3—143

gt tag] | [taa—laa [t2a—taq

10 Rastrering

Detta asnitt blir aktuellt forst nar vi tittar paseurer

Detsomarenlinje i varvarldfortsatterattvaraenlinje pavar skarm(elleri skarm+djup)Detinne-

barattvi barabehder transformeraindpunkternach sedarkan genererdinjen paskarmenMot-

svarandegallertrianglaroch polygoner Men sagattvi harndgotsomvarierarlinjart utmedenlinje

ellerdver entriangeli denverkliga varlden,t ex djup, farg eller entextur (precisareentexturkoord-

inat). Somframgarav exempletracker detinte att linjarinterpoleratexturkoordinaterom vi vill ha
0,1) 1.1

(0,0 - 1,0

perspektiistiskt korrekttexturering (bilden ar korrekt), eftersomobjekt skall "krympa™ nar avstan-
det till betraktaren 6kawi skall har reda ut hur vi (eller grafikkretsen) maste ga tilvag
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Vi harenlinje medéndpunktern®g = (xo,yo,vo)* ochP; = (xl,yl,vl)* i vykoordinatsystemanen
med den tredje &n i synriktningen (harigenom slipper vi ett tastg), dvs y=-z > 0.

e > VoV M

For en godtycklig punkt (x,y) pa linjen finns det ett takdi<1, sddant att
(1) Y=Yo+ta(y;—VYo) X=Xg+0(Xg—Xg), V=Vy+a(vy—Vp).
Detta ar ju helt erdt en parameterframstalining bnjen.

Pamots\arandesattgaller for mots\arandepunkt (x,y’,D) padenperspektiprojiceraddinjen att
det finns ett tal 3<1, sddant att
(2) Y =Yo+BY1-Yo), X =Xg+B(X1—Xy)

Det &r uppenbaratt om a=0 sd&r =0 och vice versa.Likaledesar a=1 om ochendasiom p=1.
Om transformatiorhadevarit linjar hadedet genomgaendgallt att a=B. (P punkt palinjen med
andpunktePy och Py, dvsP=Pg+a(P1-Pg), P’ = MP gerP'=M Pyt+a(MP1-MPg)=P’ g+a (P’ 1-P' g)).
Men nu ar den inte det.i goker ett samband mellanochf.

Bilden ér litet missledandeftersomdet kan finnasen ytterligare transformationefnormalisering
och 6wergang till skarmkordinater), men dessa &r ju linjara (i x och y; vi skalar ju bara x och y).

Ekvationen (2) sager att

y-y
B=
Y1=Yo
Eftersom (fran figuren; likformig trianglar)
Y-y
D v
far vi
y_Yo
VoV,
"y w
Vi Vo

Om vi har stoppar in uttryek for y frdn (1) och raknar pa litet, finner man att

V.

1

= o—
B Vv

16 FRANVARLD TILL SKARM




vilk et val ocksadbordekunnatasfram medlikformighet. Stopparwi sedarin uttrycket for v fran (1)
blir det
B = Vo + cxoézl—v )
0 1~ Vo
eller om vi s vill
B
vy + B(vp—Vy)

Vi kan slutligen skria

Yo, oi¥1 Yoo
Vo ’ Bﬂll Vol
1.p01_10

Vo L oveH

3 =y, + = +—BVO =
(3) Y =Yota(y;—Yo) = Yo V1+B(V0—V1)(yl_y0) =

Vi kan harerséattay medvilkenannanstorhetsomhelstsomvarierarlinjért 1angslinjen. Speciellt
med v i stéllet for y fas

_ 1
V_—
1,p@_10
Vo o HvpoveH

eller

1 1 7l 10
= =+ =
VAR Bﬂll voH

Formeln (3) kan formuleras som

dartaljare ochndmnarevar for sig kanframréaknasmedlinjar interpolationmed 3 mellanvéardena
vid andpunkterna.

Vi far tatill sddanaharformlert ex narvi vill haperspekitiistiskt korrekttexturering.Tagt ex fol-
jande situation med en &sdrat
0,1) (1,1)

(0,0) - (1,0)
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Texturkoordinaternar kandai hérnenMenvi kaninte beraknademi engodtyckligpunktpaskar-
men med &nlig linjar interpolation. Daremot med

So . Pr So th 1 too
=+ - _ 2 = - _ =
v, BE{/ (AR v, * BE{/ (AR
4 s= Mo 1 Vo t= Yo 1 Vo
1,p0t_10 1,pdt_10
Vo o HpvpH Vo L vgd

sominnebaren flyttalsdivision per ny bildpunkt och texturkoordinat.Flyttalsdivisionerhar hittills
alltid varit extremtdyrai férhallandetill andraoperationerEtt trick i dentidiga datorspelsindustrin
darmanframfor allt ladetexturer pavertikalavaggar ochhorisontellatak ochgoly, var attrita vag-
garnai form av successia vertikalastreck,langsvilka ju v ar konstantHarigenomrécker detmed
en diision per streck eftersom 6vedan ersattaszanultiplikationer

11 Om klippningi 3D

Vi skall harberoranagraprincipiellafragorkring klippning, dvsférhindrandeav attsddansominte
skall synasritas. Vi garinte for nanarandein panagraeffektivitetsresonemangch inte heller pa
algoritmer | avancerade grafiska system skéts klippningen liksom etyaken grafisk processor

y=-Az/D
u, /
Tl » P
P
ZV
—4 [~ y=Az/D
praj.plan

Vi gor forstklart for ossvad somskall synasoch hur ett par parametrapaverkarvar bild. Figuren
ovanvisarvykoordinatsystemeanedorigo darobsenatéren(gat) befinnersig. PaavstandeD frén

dgat finns ett projektionsplanFéremalerprojiceraspa dettaplan, t ex 6vergarpunktenP i P'. Vara
tredimensionellabjekt fors pa dettavis 6ver till tvadimensionellavbildningar. En del av projek-

tionsplanetvbildassedarpaett aktuelltrifonsterhosen datskarmHur stor del av projektionspla-
net som tas med bestadms enligt tdegydiskussionvavad vi satter syinkeln till.

Det &r uppenbartttju storreA ar, destomindreter sig ett foreméalav engiven storlek.Vidareblir
intrycket av ett foremalmindreom detavlagsnadrén obsenatoreneller om projektionsplanenar-
mar sig obsemtdren.

Allt somfinnsutanférenpyramid(somi figurenvisassomentriangel)begrénsadav bl adesneda
planeny=+Az/D, x=+Az/D med z=0 &ar osynligt eftersomsadanapunkter projicerasutanfor den
valdadelenav projektionsplanetT ex ar heladet hogratjocka streclet synligt, medanbaraden
undre delen\adet vanstra &r det.
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Fragan ar davilka atgardersombehéer vidtas. Vi skall forst seatt klippning av objekt somfinns
bakom obseratérenmasteske. Vi erinrarossformlernafor perspektiprojektionendvsévergadngen
frdn vykoordinatsystem till perspektoordinatsystem.

Xp = %,D/z, Y, = y,D/z,, 7, = preliminara eller definita

vilka vi tagit fram med det underforstdddantagindetatt z, ar stérrean 0, vilket naturligtvisinte
galler for punkterbakom obsenatéren.Geometrisktbetyderdessaformler det somaskadliggors
nastafigur. En punkt P framfor 6gat projiceraspa projektionsplanet®'. En motswarandepunkt Q
bakom 6gat menmedsamma(x,,y,) hamnama projektionsplanet®' och kan darfor efter projek-
tioneninte skiljas fran punktenR:s projektion.Punkterbakom 6gat mastesaledeslippasfore per-
spektivprojektionen Noteradvenatt linjen PQvid projektionutanklippning skulle brytasnedi tv&
segment, \ara det ena straek sig franP' till « och det andra fra@' till c.

y, 7 A_/

Wl

_A\

prulj.plan

Men punktermellanxy-planetoch pyramidenbehder deklippas?Matematiskisettbehévsdetinte.
De hamnaiju utanférgranserna arvéndarloordinatsystemetchritas darforinte hellerom 2D-rit-
ningenfungerarsomdenskall. Men inte alla grafiksystenskotersitt jobb korrekt. T ex arbetarX
med 16-bitars heltal nar det galler heltalsloordinater och darfor uppfattas t ex x=66000
(65536+464) och x=464 som samma tal. Detta ar latbatréllera med te

XDr awLi ne( Xdpy, wi ndow, Xgc, 100, 10, 200, 10);
XDr awLi ne( Xdpy, wi ndow, Xgc, 65536+100, 40, 65536+200, 40) ;

somgertva horisontelldinjer undervarandratrots att denenaligger helt utanforfonstret. Ytterli-
gareett skal ar effektivitetsméassigtmanvill bli av medpunktersominte skall visassatidigt som
mojligt i transformationsédjan s& att man inte betgiwéakna sd myek p& dem.

Nu laggermanoftastinte klippningsplanevid z,=0, utannagonstansellandetplanetoch projek-
tionsplanetHarigenomundviker vi de problemsomsmaz,-vardenskulle stallatill medvid tillam-
pandet & formlerna @an (gentligen &r det bara en omging till origo som ar "érlig").

Men klippning medD>0 introducerasett nytt problem,somillustrerasi nastafigur. Nu kan plotsligt
delarav foremalframfor obsenatérenbli synliga, trots att de egentligendéljs av av andraféremal.
Nar vi i figurenklipper féremal F1 mot klippningsplanesablir 6vre delenav féremal F2 synlig.
Problemetlir naturligtvis meraaccentueraju langrebort klippningsplaneplacerasDet ar ngot
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vi far lov att leva med.Det finnsfall darmanlaterklippningsplanesammandlla medprojektions-
planet.Dettakan férsvarasmed att man ser paretobsenatér/projektionsplanesom en obsenator
utrustad med en kamera (tubkikare &ar val karesk battre analogi).

u .
Y 4
/ F2
P F1
ZV
_'{\,' \\
klipp- proj.plan
plan
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