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1 Allmé&nt om kurvapproximation med polynom

Detta papper ersétter framstalliningen i HB: 315-354, FvD: 468-516, Angel: 484-515 eller Hill: 597-
663 for den som sa 6nskar det. HB gor mycket bara ytterst lokalt. FvD &r mer omfattande och har
andra index (numrering) an jag. Angel ar riktigt bra. Mdller tar bara upp Bezier-material. Framfor
allt B-splines presenterar jag pa ett forhoppningsvis aptitligare satt.

Givet ett antal ordnade punkter

Pi=(%4y).1=0,12,...,n
i xy-planet eller

Pi = (%.¥iz)
i 3D, vill man ibland sammanbinda dem med en mjuk kurva. Men det finns ocksa fall da man nojer
sig med att den resulterande kurvan bara gar i narheten av punkterna. | CAD-sammanhang dar kur-
vorna modelleras fram ar det viktigt att en flyttning av en punkt bara paverkar kurvan lokalt, dvs i
narheten av punkten som flyttas. Tillampningsomréden inom datorgrafik &r modellering och anime-
ring.

Det enklaste vore att bara sammanbinda punkterna med réta linjer, men oftast vill man att kurvan
skall ha hogre regularitet an sa. Man efterstravar atminstone kontinuerlig lutning och helst dven
kontinuerlig krokning, vilket staller krav p& kontinuerliga forsta och andra derivator.

Den resulterande kurvan kommer att beskrivas pa parameterform

P=P(t), O<t<n (eller ett lagre tal i vissa fall)

oberoende av om vi befinner oss i 2D eller 3D. Forsta punkten p& kurvan motBy@yarch sista
P(n). Vi avbildar sdlunda ett intervall pa en kurva, se foljande figur.

Exempelvis kan en rét linje mellan tva punkiy och Py skrivas pa formefP=P(t)=Pg+tS, O<t<1,

dar riktningsvektorrs = P;-Py. En och samma kurva kan beskrivas med manga olika parameter-
framstallningar. Fran rent geometrisk synpunkt ar det nastan (jfr avsnitt om G-kontinuitet i FvD)
likgiltigt vilken vi véljer. Om négot skall réra sig langs kurvan &r det lampligt att parametern t &r
proportionell mot den tillryggalagda kurviangden. Parametern kan da fysikaliskt tolkas som tiden
eller kurviangden. Det &r ju daremot lattare sagt &n gjort nar man bara utgar fran ett antal punkter.

2 Global interpolation med polynom

Man vill anvanda enkla funktioner for att beskriva kurvorna. Inget &r enklare an polynom, vilka
ocksé anvands genomgaende. Aven om det torde vara vélbekant for alla, pAminner jag om att global
interpolation med polynom inte ar s& bra. Den resulterande kurvan uppvisar ofta mycket kraftiga
oscillationer. | det fallet beskrivs kurvan med ett polynom (for resp koordinat) med hogt gradtal.
Man kan skriva

P = 3 Li(OP

i=0

déar basfunktionen eller blandningsfunktionen (eng blending functig(t)) &r ett polynom av grad-
talet n och talar om hur stort inflytande punk®rhar fér parametervardet t. Vi infér parametervér-
den { motsvarande punkterrg, dvs P(tj) = P;. Dessa kan t ex véljas som i figuren nedan. De
behdver inte vara ekvidistant belagna.
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Figur 1. Speciella parametervarden.

L; konstrueras sa a® har fullt inflytande for parametervardentotsvarand®;, men inte nagot for
ovriga givna punkter, dvs

_oht=y
Li(t)_Ep,t=tj,j¢i

Nedan har vi ritat upp en av dessa basfunktioner. Vi ser att den har inflytande éver hela intervallet.
1

Figur 2. Basfunktionen L(t) for ett fall med 8 punkter. Vi ser att funktionen inte nédvandigtvis
har maximalvardet 1. (MB: SPLINEPAK.c).

Formeln for basfunktionerna ar

ot—t
. =

LO = ] =
j=0,j#i J
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3 Lokal interpolation med polynom

| stéllet skall vi anvanda styckevis polynomapproximation, dvs den resulterande kurvan kommer att
besta av ett antal hopfogade polynomkurvor. Vi gér detta genom att for varje enskilt parameterinter-
vall [t;, t+1] approximera med ett polynom, t ex i 2D och med tredjegradspolynom

X (t
Pi(t) = 0 - ag+agt+a,t’ +agt’
yi(t)

darg ar vektorer med tva komponenter och dessutom &r olika fran polynom till polynom (dvs beror
pa intervallnumret, vilket vi dock ej satter ut). Lampligen ser man pa x och y var for sig. Alla kurvor
av denna typ, dvs hopsatta av polynomkurvor, kallasgtines

Vi kommer har huvudsakligen att se pa fallet att de lokala kurvorna &r tredjegradskurvor (i den
meningen att deras parameterframstallningar &r av gradtalet 3). For jamforelsens skull tas ibland
aven gradtalen 1 och 2 upp. Vissa bdcker ger en betydligt allmé&nnare framstallning.

Ett antal metoder beskrivs i féljande avsnitt. Vi gar fran det enklaste till det som idag &r "state-of-
the-art" i CAD-program, namligen NURBS-kurvor. Inget av stegen pa vagen &r bortkastat. Vi gar
daremot inte alls in p& dataanpassningsmetoder, som t ex minsta-kvadrat-metoden.

4 Hermiteinterpolation

Den har metoden har inget direkt praktiskt intresse men &r enkel och utgér grund for en senare. De
lokala tredjegradskurvorna skall ha de givna punkterna som andpunkter, dvs

! o Pi(t) =P
& EIPi(ti+1):Pi+l

fori=0,1,...,n-1. Detta ger 2 av de 4 villkor som behdvs for att bestéaymng,a, ochas. Man arbe-
tar harvid med fordel i en lokal parameter u, varvid u=0 motsviazeh u=1 motsvaray,}.

| Hermites metod forutsattes aven att derivatorna med avseende pat ar kanda i de olika punkterna
och ar (Om ZDP’i = (X’i(ti),y’i(ti)).

Notera emellertid att &ven om vi anser oss kanna lutningen hos kurvan i de givna punkterna s ar
dessa derivator inte kanda. | 2D galler ju for kurvlutningergxéti % , vilket innebar, attixy;
bara kan bestammas pa en konstant faktor nar.

Vi tar nu tillaggsvillkoren (aterigen gérna uttryckta i den lokala parametern u)
@ 5w
OPiltiv1) = Py

som tillsammans med (1) ger fyra villkor ur villg kan bestammas, och man visar latt att (m a p
den lokala parametern u)
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a  [2 21 1]| Pi
a. _ —2-1/|P;
(3) 2| — 3 3-2-1 ITl
a| [0 0 1 0] P
3 1 00 0Py,

| praktiken anvander vi denna koefficientmatris for att forst bestémma x-komponenteagaiamn
ay och darefter y-komponenterna. Detta far upprepas for de olika intervallen.

Den approximerande jamna kurvan plottas sedan genom att man for varje delintervall ritar linjer
enligt t ex (omit,; = +1)

P; (ti)'>Pi (ti+0- 1)'>Pi (ti+0.2)->...->Pi (ti+l.0)

Nackdelar med metoden Derivatorna &r i praktiken ej kanda. Kurvan far kontinuerlig lutning men
inte kontinuerlig krokning (andra derivatorna tar skutt).

Figur 3. Till vanster visas nagra Hermite-kurvor med samma lutning i andpunkterna. Till héger
kubiska Bezier-kurvor med en skarv. De givna punkterna markerade med fyrkanter.

5 Bezierapproximation

| avsikt att fa rent lokal paverkan ger vi upp kravet att samtliga punkter skall interpoleras.

For gradtalet 3 bestams Bezierkurvan genom att man ser pa fyra konsekutiva punkter i stéten.
Samtliga punkter kallastyrpunkter (eng control point). Den forsta och sista av dessa skall inter-
poleras och kallas ibland (framfor allt i typografisk litteratur) darfor &d@rpunkter.

Betrakta hogra figuren ovan. Tredjegradskurvan mefigioch P3 kommer enbart att paverkas av
dessa tva punkter och av de tva mellanliggaRg®ch P,. Novisen skulle rdda oss att bestamma
tredjegradskurvan som den som interpolerar samtliga fyra punkter (det skulle ju ge de fyra nddvéan-
diga villkoren for bestamning av koefficienterna), men da skulle vi inte sakert fa kontinuerlig lut-
ning och inte heller ndgot satt att uppna det.

| stéllet bildar vi med hjélp av styrpunkterragproximationer till P'g ochP'3 enligt

P'o =3P1-Pg), P'3 =3P3-P2)
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Varfor faktorn 3 och inte 1 som pa nagot satt verkar naturligare? Jo, om vi later parametern t I6pa
mellan 0 och 1 fraP, till P5, sd ar det i brist pa nagot béttre rimligt att [&amotsvara vardet t=1/

3 ochP, motsvara t=2/3. En approximation av derivatdtyiges darmed avR; - Pg)/(1/3), som &r

just hogerledet ovan.

Dessa approximationer stoppar man sedan in i (3) i Hermite-avsnittet och erhaller pa sa satt ett tred-
jegradspolynom.

P& motsvarande sétt forfares for ovriga grupPgy, ..., P33 0m fyra punkter. Motsvarande poly-

nom kommer tydligen att ha linjen mell&h och P;,; som hégertangentR; om i & en multipel av

3. Liknande for vanstertangenten. Man kan darmed latt interaktivt styra den approximerande kur-
vans form.

Genom att for varje index i som &r en multipel av 3 v@djg, P; ochP;,1 sa att de ligger pa en linje,
kan man ge den approximerande sammansatta kurvan kontinuerlig lutning.

Den polygon som bildas av de fyra styrpunkterna brukar kstjagolygonen

Vi kan naturligtvis utifran den givna beskrivningen rakna fram ett uttryck for det lokala polynomet
uttryckt i de givna punkterna. Vi avstar frdn det nojet och skriver i stallet bara upp det uttryck som i
litteraturen vanligen anvands som definition av Bezierapproximation. Vi antar att parameteravstan-
det mellan ankarpunkterna &r 1. P& forsta kurvsegmentet (rRgltach P3) galler

3

P() = 3 BOP
i=0

dar
E@%P(l—t)'*"i O<t<1
(4) Bi(t) = o T
0

0 annars
O

Ovning: Visa det.

Dessa funktioner, som ju ar tredjegradspolynom, finns sékert uppritade i kursbockerna. Allmént kan
Vi skriva

P() = 3 BOP

i=0
dar for i>3 B(t) erhalles ur de fyra férsta genom en enkel koordinattransformation.

Man kan gora Bezierapproximation med godtyckligt gradtal k (minst 1). Antalet punkter liksom
antalet basfunktioner per segment ar d& k+1. De forsta basfunktionerna (med index = 0, ..., k) far
man genom att i (4) byta de tvd 3-orna mot gradtalet k. Basfunktionerna, som for 6vrigt kallas
Bernstein polynom (efter en approximationsteoretiker som anvande dem langt innan bilmannen
Pierre Bezier), ar av den givna graden. Bezierapproximation med gradtalet 1 motsvaras av vanlig
linjar interpolation. Bezierapproximation med gradtalet 2 anvands i vissa ritprogram, varvid det
mellan tva ankarpunkter finns en enda styrpunkt.
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Vi ser att basfunktionerna &r icke-negativa och att, eftersom de ar termerna i binomialutvecklingen
avl=(t+ (1—t)5<, summan av dem for varje t-varde &r 1. Dessa tva egenskaper ar som vi strax skall
se av stor betydelse. Vi kan anvénda dem for att visa att Bezierapproximation, till skillnad mot glo-
bal polynominterpolation, inte leder till kraftiga oscillationer.

Uppritning av ett Bezierpolynom kan naturligtvis géras genom att man beréknar polynomets varde
i ett antal punkter och drar rata linjer. Det finns ett annat sétt som bara kraver heltalsaritmetik och
som anvands i laserskrivare med PostScript och &ven i en del ritprogram med utjamningsverktyg.
Metoden kallas Casteljaus, men vi gar inte in pa den har.

6 Konvexa holjet

Om man tittar pa ett antal Bezierapproximationer upptéacker man att de enskilda kurvsegmenten all-
tid ligger inom en manghorning som bildas av fyra eller i vissa fall tre av motsvarande styrpunkter.

Det konvexa hdljettill en mangd av punkte®, ..., Qy ar den minsta konvexa mangd som inne-
haller punkterna. Intuitivt fs det i 2D genom att man spanner ett gummiband runt punkterna. | 3D
tar man i stdllet en gummiduk. Matematiskt utgérs det av alla linjarkombinationer av punkterna

som har icke-negativa koefficienter vars summa &ar 1, dvs av alla p@nkied
M M

(5) Q=Y aQ. Y a=1 och 2,20
K=1 k=1

Vid Bezierapproximation galler enligt ovan for alla punkter pa kurvsegmentet mBjjaroch
P3+1)att de ar sadana linjarkombinationer. Foljaktligen ligger kurvan i det konvexa holjeggill
- P3(k+1) (0m gradtalet ar k i stallet for 3, byt de fyra 3-orna i detta stycke mot k).

7 Likformiga B-splines

Som tidigare &r n+1 punkt&, Py, ..., P, givna. Vi vill approximera med en kurva som interpolerar
startpunkterPy och slutpunkterP,, och styrs av évriga punkter. Kurvan skall vara styckevis sam-
mansatt av tredjegradskurvor.

For n=3 (4 punkter) kan vi klara det med ett enda kurvsegmg(t), O<t<1. Vi skulle ju t ex kunna
anvanda Bezierapproximation, vilket var metod i slutanden faktiskt innebar.

For n=4 (5 punkter) behdver vi tva kurvsegmeqtt), 0<t<1, ochPy(t), 1<t<2. Det forsta bestams
av Pg, Py, P,, Pz och det andra av,, Py, P3 0chPy.

Allmént behdvs n-2 kurvsegmeRi(t), i-1<ts<i, i=1,..., n-2. Vi betecknar meg det parametervérde
darP;.4(t) ochP;(t) gar ihop. Speciellt satter vj{0 (forsta segmentets start) oghytn-2 (sista seg-
mentets slut). Man kallay for skarvvérden eller skarvar (eng knots) oct;(t;) for skarvpunkter.

0 1 2 n-2

| |

|
\ | \
i 3 3 n-1t

Vi har alltsd ¢=i-1, i=1,...,n-1 och antalet skarvar &r n-1.
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Vi betecknar den totala kurvan mé&{t), O=t;<t<t,,=n-2, dvs pa intervallet jt;+1] &r P(t)=P;(t).
Jag pdminner om aR(t) ar en vektor, dv®(t)=[x(t), y(t)] i 2D och med ytterligare en komponent i
3D.

Py

Figur 4. Approximation med B-splines med n=10 givna punkter. (GL_SPLINEPAK.c exkl text).

I det allmanna fallet tanker vi oss nu &{t) bara skall paverkas av de fyra punkte®a, P;, Py
ochP,,. Inflytandet skall naturligtvis variera med t. Starkta av framgangarna med Bezierapproxi-
mationen gor vi darfér en ansats av formen

(6) Pi(t) = Bi_a(P;_1 + Bi()P; + By 1 ()P 1 + By, 2Py 45

Det aterstar att bestamnitandnings/bas-funktionerna B;(t) for i=0, 1, 2, ..., n. Eftersom vi vill

ha lokal paverkan, maste vi se till atj(§ bara &r skild fran noll nara trtDarfor kan B(t) omdjli-

gen vara ett tredjegradspolynom. Men vi kan lata den vara hopskarvad av tredjegradspolynom. Vi
forsoker astadkomma detta genom att valjé)Bsom ett tredjegradspolynom pa vart och ett av
intervallen och sadant att;@ &r 0 utanfor intervallet [t,t;,,]. Det visar sig vara majligt att gora
detta sd att @t) globalt har kontinuerliga derivator upp till ordning 2. Den uppmarksamme lasaren
ser att bl aP4(t) skapar ett problem. D& behovg(B, som skall vara 0 utanfor intervalletJit,].

Men négra skarvars t.1, och tg har vi ju inte. Vi aterkommer till detta om en liten stund.

Vi uppnar lokal paverkan och samtidigt kontinuerlig krokning. Det pris vi far betala ar samtliga
punkter inte interpoleras. Det betyder dock inte s& mycket i ett modelleringssystem (som t ex CAD-
program), dar man framst efterstrévar interaktivt arbete med geometriskt gripbara parametrar.
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Testfrdga: Varfor modellerar man inte sddan héar styckvisa polynom med de lokala polynomens
koefficienter?

Den resulterande kurvan, som kan skrivas

M PO = BOP
i=o0

dar hogst fyra termer ger nagot bidrag for givet t, far da kontinuerlig lutning och krékning. Figuren
nedan visar basfunktionerna.

Figur 5. Basfunktionerna. Till vanster for fallet 4 punkter (4 basfunktioner) och till hoger for 8
punkter (8 basfunktioner).

Det &r basfunktionerna som hetssplines Bendmningen betyder Base Splines med innebdrden
att de utgor en bas for all styckevis approximation med polynom. Vi ser av figurerna att deras utse-
ende varierar ndgot beroende av antalet punkter. Detta visar sig dock bara galla de yttre. De inre
som t ex B och B, i hogra figuren har en enhetlig form och kan beskrivas mgt) 8 B(t-t;) (om

man som vi antar att skillnaden mellan successiva skarvar ar 1). Vara krav uppfylles om B(t) ar noll
utanfor [-2,2] och har den regularitet som vi 6nskar oss;@y B

Av figuren framgar att basfunktionerna &r icke-negativa. Vi kommer dven att se till att deras summa
for varje t &r 1. Detta betyder att kurvsegmerRgt) precis som nér det géllde Bezierapproximation
ligger i det konvexa hdljet till de fyra punkteri®.4, P;, P11 ochPj.,. Speciellt kommer approxi-
mationen att bli en rat linje genom punkterna om dessa fran borjan ligger pa en sadan.

L&t oss nu rékna pa de kubiska basfunktionerna. Den normerade basfunktionen B(t) skall vara 0
utanfor intervallet |t|<2 och skall vara kontinuerlig med kontinuerliga derivator upp till ordning 2.

B(t) tillats vara sammansatt av fyra polynom med gradtalet 3. Vi har darfér 16 storheter - koefficien-
terna - for vars bestamning det behovs 16 villkor. Problemet att bestimma B(t) kan séledes ses som
ett ekvationssystem med 16 obekanta. Med en aning klurighet kan vi dock komma billigare undan.
Forst och framst reducerar symmetrin kring t=0 det hela till 8 storheter. Vi har villkoren
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B(2) =0, B'(2) = 0, B"(2) = 0 p g a regularitetskraven

B'(0) = 0 p g a symmetrin

B_(1) = By(1), B'(1) = B4(1), B".(1) = B"(1) p g a regularitetskraven
B(0) + 2B(1) = 1 eftersom summan av basfunktionerna skall vara 1

Detta ger 8 villkor for de 8 parametrar som hor ihop med de vasentligen tva tredjegradspolynom
som skall bestammas. Med ett litet trick kan vi komma undan enklare. De olika kraven gor att pa
intervallet [1,2] maste B(t) ha formen C(23—1)\/i har darmed bara 5 parametrar kvar att bestamma.
P& motsvarande satt ar det lampligt att ansétta ett tredjegradspolynom i 1-t pa intervallet [0,1]. Man
visar tamligen latt och rutinmassigt att

1 3
E 521t 1<t <2
® B = Ba v a(1-10) + 31~ 1)*~3(1-10)°) 11 <1
0 0 25l

Vi kan nu med hjalp av formel (8) analytiskt dvertyga oss om att skarvpurik{ghi allmanhet inte
sammanfaller med den givna punktgn(B) ger namligen

P.(t;) = B(-1)P,_,+B(O)P, +B(L)P,, 1 +B(2)P,, , = 2p +1

1
gPi-1tgPitgPiee

som bara undantagsvis sammanfaller Rgd/i ser emellertid hérav atPj(t;) ligger i det konvexa
holjet till de tre punktern®;_q, P; ochPj,;.

Om vi utgdr fran figurerna ovan ar det p4 motsvarande latt att berdkna de avvikande basfunktio-
nerna, t ex B, B; och B, i hogra delen av figuren. Eftersom vi vill ha interpolation i startpunkten

Pg, dvsP4(0) = Py, maste med den gjorda ansatsgji@=1 och B(0)=B,(0)=0. Om som i figuren

Bo(t) bara ar skild fran 0 p& [0,1] och har tv& kontinuerliga derivator méste dagiey=81-t)°. De

bada andra bjuder en aning mera motstand.

Det finns ett tilltalande och enhetligt satt att beskriva samtliga basfunktioner. En inre basfunktion
Bj(t) kan ségas vara bestamd skarvfoljden (skarvvektorn, eng. knot vector) [b,ti_q,ti,ti1q,tiso]

eller med vara forutsattningar [i-3,i-2,i-1,i,i+1]. Den &r "centrerad" krirgpm i vart fall ar i-1. De

inre basfunktionerna har bestamts sa att de ar 0 utanfor intervaigt ffl. Vi kan anvanda samma
formulering om 6vriga genom att inféra 3 extra skarvartt ; =t = 0 fére de andra och 3 extrg t

= th+1 = the2 =N-2 i slutet. By(t) bestams da av [00,0,1], medan Bt) bestams av [0,0,1,2] (om
antalet punkter & minst 5, annars [@,0,1]) och B(t) bestdams av [0,0,1,2] (om antalet punkter
minst 5, annars [0,Q,1,1]). P& motsvarande satt i den andra &nden. Den ursprungliga skarvféljden
om n-1varden [tty,....t,.1] utkas pa detta vis med 6 skarvar, dvs omfattar totalt (n+1)+4 skarvar
eller 4 mer an antalet punkter. For interpolation i &ndpunkterna skall de fyra forsta och de fyra sista
i den nya féljden vara sinsemellan lika. Vi har nu férklaringen till forfarandet i OpenGL.

Exempet For sex punkter har vi den ursprungliga skarvfoljden [0,1,2,3] och den uttkade
[0,0,0,0,1,2,3,3,3,3]. Basfunktionen@® ges av de fem forsta vardena, nasta av de darpa foljande
fem,osv.

Det finns en rekursiv formel fér berékning av godtycklig basfunktigft)Bjivet en skarvfoljd med
fem punkter, varav vissa eventuellt lika. Denna formel ar utgdngspunkten for resonemangen om B-
splines i sdval HB (sid 335) som FvD. Vi tar upp den langre fram.
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Fortfarande har vi inte beraknat @) och B,(t). Men vi lagger inte ned manuell moda pa det, efter-
som det later sig géras smartfritt med t ex matematikprogrammet Maple (startas med kommandot

xmaple).

Det gér till s& har. Forst far man lasa in ett bibliotek med

> readlib(bspline);

Man anropar sedan en funktion bspline med tre parametrar. Den forsta anger gradtalet. Den andra
onskat parameternamn och den sista skarvfoljden. T ex far vi med

> b0: =bspline(3,t,[0,0,0,0,1]);

funktionen By(t) (efter kopiering frdn Maple till FrameMaker och litet redigering)
bO := PIECEWSE([0, t < 0],[-t3+3*t2-3*t+1, t < 1],[0, 1 <= t])
Genom att skriva

> factor(b0);

far vi en snyggare form

PIECEW SE([0, t < 0],[-(t-1)3, t < 1],[0, 1 <= t])

Pa liknande satt kan vi berakna de énskag® Bch By(t):
> bl:=factor(bspline(3,t,[0,0,0,1,2]));
bl := PIECEWSE([0, t < 0],[1/4*t*(7*t2-18*t+12), t < 1],
[-1/4*(t-2)3, t < 2],[0, 2 <=1])

> b2: =factor(bspline(3,t,[0,0,1,2,3]));
b2 1= PIECEWSE([O0, t < 0],[-1/12*t2*(11*t-18), t < 1],

[-3/2+9/ 2*t-3*t2+7/12*t3, t < 2],[-1/6%(t-3)3, t < 3],[0, 3 <=1t])
Om vi &ven beréknar §t) som b3, kan vi - eftersom Maple arbetar symboliskt - férvissa oss om att
summan B(t)+B(t)+Bo(t)+Bs(t) blir 1 pa intervallet [0,1] (om vi nu litar pa Maple):
> sinplify(b0+bl+b2+b3);
PIECEWSE([O, t < 0],[1, t <=1],....
[7/6-1/2%t-1/6%t3+1/2*t2 t <= 2],[-17/6+11/2*t+1/3*t3-5/2*t2 t <= 3],
[-8*t+32/3-1/6*t3+2*t2, t <= 4],[0, 4 < t])

Man kan konvertera uttrycken sé att de lattare kan plockas in i vanlig programkod. T ex
> s:=convert(bl, procedure);
s 1= proc () piecewise(t < 0,0,t < 1,1/4*t*(7*t2-18*t+12),
t <2,-1/4%(t-2)%,2 <= t,0)
end
Naturligtvis gar det att rita upp basfunktionerna om vi vill i Maple. Men nu far det vara nog.

8 Olikformiga B-splines

Inget hindrar att skarvvardenainte ar ekvidistanta. Det enda problemet &r att det blir vérre att
bestamma de olika basfunktionerna. Med olikformiga B-splines avses situationer d& skarvpunk-
terna inte ar ekvidistanta. Vi uppehaller oss inte vid det allméanna fallet utan gar in pa ett fall som ar
av stort praktiskt intresse och som vi redan moétt namligen att ett antal skarvar &r lika. Vi anvande
detta i Andpunkterna for att fa interpolation. Samma sak kan goras i inre punkter och bl a leder det
till att Bezierapproximation kan uppfattas som ett specialfall av B-splinesapproximation.

Vad hander om vi later ndgra skarvpunkter sammanfalla, men bibehaller kravet att en basfunktion
B;(t) skall vara noll utanfor [t,t;,,]? Vi far da farre samband och kan inte uppfylla de villkor som
vi 6nskar, dvs vi maste reducera regularitetskraven. Avstanden mellan skarvarna blir nu 0 eller 1. En
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sadan situation visas i féljande figur med tre skarvvarden som sammanfaller fpBasfunktio-
nen B(t) stracker sig nu éver bara tva riktiga delintervall. Eftersom(B skall vara 0 for 2t =t;,
maste B4(t;) = 0. Samma géller for;B, och B,,. Féljaktligen méste (summakravet(t§ = 1.

1

Bj

-2 -1

]
ti3 ib i GG i3 i3
Figur 6. Trippelskarv. Beraknad och ritad med Maple.

Vi vill ta fram ett analytiskt uttryck for basfunktionen,@) for fallet i figuren. Lat oss for enkelhets

skull anta att avstdnden mellan konsekutiva icke-6verlappande skarvar ar 1. Vi kan da normalisera
och anta att de fem intressanta skarvpunkterna &r [-1,0,0,q(1).sRall vara ett tredjegradspoly-

nom pa [-1,0] och ett annat pa [0,1]. Rimligen har vi symmetri, varfor det racker att se pa [0,1]. Vi
har da att (vi slopar indexet)

B(t) = a(l-t) + b(1-8 + c(1-t}

Kravet kontinuerlig andraderivata i 1 ger atta=b = 0. Och B(0) = 1 ger att

B(t) = (1-tf

I'tj (=0) far vi nu kontinuitet enbart hos funktionen, inte hos derivatorna.

Allmant géller att varje 6kning av en skarvs multiplicitet sanker regulariten hos basfunktionerna
som berdr punkten ett steg. Och det just i den punkten. Motsvarande sankning drabbar naturligtvis
- utom i undantagsfall - var approximerande kurva.

Det ar inte svart att visa att trippelskarvar gor att man far interpolation i motsvarande styrpunkt. Det
ar inte heller svart att visa att intilliggande trippelskarvar gor att motsvarande kurvsegment &r en
Bezier-approximation. Men vi avstar frdn dessa 6verlaggningar och konstaterar bara att Bezier-
approximation darmed kan ses som ett specialfall av B-splinesapproximation.

Nar multipliciteten &r 2 har vi kontinuerlig derivata. Nar den ar 3 har vi kontinuerlig funktion (och
aven kontinuerlig derivata vid lamplig placering av punkterna). Hur gar det om den &r 4? Jo, d& blir
den resulterande kurvan inte ens kontinuerlig. Saledes kan vi med en B-splineapproximation han-
tera aven sonderbrutna kurvor. Fér narmare utredning av detta och belysande figur se FvD.
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9 Andra gradtal

Man kan anvéanda godtyckligt gradtal k vid B-splinesapproximation. Basfunktionerna skall vara
s&dana att de har kontinuerliga derivator till och med ordningen k-1. For udda gradtal k=2m-1 géller
att B(t) ar skild fran noll bara pa intervallet;{in,§+m] och for jamna gradtal k=2m pa intervallet
[tj-m-1,5+m].

| fallet k = 1 skall vi ha en styckevis linjar funktion som ar noll org|t. Vi far villkoren for den
normerade basfunktionen

B(1) = 0, B(0) = 1 (enligt summaformeln ovan)

dvs med utnyttjande av symmetrin

B(t) = 1 - |t| for |tk 1 och 0 annars.

| foljande figur har vi ritat upp n&gra normerade basfunktioner B(t) for olika gradtal med hjalp av
Maple:

sl:=bspline(1,t,[-1,0,1]); s2:=bspline(2,t,[-1,0,1,2]);
s3:=bspline(3,t,[-2,-1,0,1,2]); s4:=bspline(4,t,[-2,-1,0,1,2,3]);

pl ot ({s1,s2,s3,s4},t=-3..3, color=black);

N k=1

-3 2 Rl 1 X 2 3

Figur 7. Nagra B(t) kurvor for gradtalen k=1,2, 3 och 4.

10 NURBS

Alla de approximationsmetoder vi har tittat pa hittills ger affint invarianta kurvor. Med detta menas
att det spelar ingen roll om man forst transformerar de givna punkterna och sedan beréknar approx-
imationen eller transformerar kurvan i sin helhet. Det senare vore en berakningsmassigt férédande
ineffektiv metod. En affin transformation &r en icke-singular linjar transformation. Lat oss har
beteckna den med M. L&t P(t) vara en punkt pa var kurva. Da ar

9 PO = COP,

i=0
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dar G(t) ar vissa koefficienter. Detta galler aven vid kubisk splineinterpolation, men da &r de flesta

skilda koefficienterna skilda frén 0. Eftersom transformationen M &r linjar far vi
n

(10) MP(t) = z Ci(t)MP;
i=0

som visar det pastadda. Vi kan sdlunda skala, rotera och translatera vara kurvor genom att géra mot-
svarande operationer pa de givna punkterna och sedan géra t ex en ny Bezierapproximation.

Ingen av metoderna ger daremot kurvor som &r invarianta under en perspektivtransformation, dvs
klarar vergangen fran 3D till 2D. Vi ger inte ndgot exempel utan nojer oss med pastdendet. Sa kal-
lade NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) som ar en obetydlig generalisering av vanliga
icke-likformiga B-splines ger daremot det. De har ocksa formagan att representera vanliga kagel-
snittskurvor (ellipser, parabler och hyperbler) exakt, vilket inte heller de tidigare metoderna klarar.
Vidare ger NURBS ytterligare modelleringsparametrar. Vi skall hér inte bevisa eller ens motivera
de tva forsta egenskaperna utan anger bara formen och ser p& exempel.

B-splinesapproximation (kallas i t ex FvD non-rational, vilket kAnns tungt) har hittills inneburit
(6) Pi(t) = Bi_y(t)Pi_1 + Bi()P; + B, 1 ()P, 1 + By ()P, 5

Motsvarande NURBS-approximation ar
i+2
' z w;B; ()P,
(1) P ===
_ z Wij(t)
j=i-1
dar talen war viktvarden som normailt &r icke-negativa (annars kan det bl a bli problem i namna-
ren). Om alla w= 1 har vi det vanliga fallet. Berakningsmassigt innebar NURBS inga komplikatio-
ner. Vi ersatter bara i kalkylerng(g med
W Bj(t)
ZWSBS(t)
S

Effekten av att ha pannorlunda &n 1 ar atf(f) dras narmré; nar w ar storre &n 1 och vaxer.

11 Beréakningsaspekter for B-splinesapproximation

P& intervallet [t t;,1] ges B-splinesapproximatid®(t) av formel (6). Uppritningen av det kurvseg-
mentet gors genom att vi berdknar och sammanbinder enligt t ex

Pi(ti) -> Pl(t,+01) ->Pi(ti+0.2) > ->Pi(ti+l)
Berakning awP;(t) for ett visst t-varde t kréver berékning av;B), Bj(t), Bi+1(t) och Byo(t).

Lat oss forst se pa likformiga fallet och utan att ta hansyn till &ndpunktsproblemen. Eftersom alla
basfunktionerna da kan uttryckas i en gemensayt) 8 B(t-t;), dar B(t) =0 for |t|>2, racker det att
berékna B(t) i ett litet antal punkter som lagras i en vektor. Berakningern(@¥d? de forutsedda t-
véardena blir darmed nastan 6gonblicklig.
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Om vi har multipla skarvar (som ju klarar &ndpunkterna) men for ovrigt likformighet, betyder det
bara att man maste infora ytterligare nagra vektorer med varden fér modifierade basfunktioner.
Samma galler om man har ett litet antal olika intervall-langder.

Vi namnde att man kan inféra basfunktioner dven for andra gradtal k &n 3. Lat oss anvanda beteck-
ningen B j(t) for dessa. Basfunktionerna skall vara uppbyggda av k-tegradspolynom och vara
sddana att de har kontinuerliga derivator till och med ordningen k-1 (i franvaro av multiplicitet,
annars lagre). De &r skilda fran noll p& ett intervall med k+2 skarvpunkter. Fér udda gradtal k=2m-1
galler att B(t) &r skild fran noll bara pa intervallet{im,t+m] och for jamna gradtal k=2m pa inter-
vallet [t-m-1,5+m] (i figur 7 olyckligtvis litet annorlunda).

Anm. Vissa forfattare anvander andra numreringar av basfunktionerna, t ex gt} Bor till
[t tisks1]- Ater andra avstar frén all numrering och skrivel [Buprakning av skarvpunkterrdd)- Det kan
ocksa namnas att somliga later k sta for gradtalet+1.

Det finns ett inte ointressant rekursivt samband mellan basfunktionerna av olika ordningar k. Vi
skall inte bevisa det utan bara notera det med ett par kommentarer. Formeln uttgytker B
By-1i(t) och B¢ 1 j+1(t) om k &r udda (annars byt de tva sista i mot i-1). | féljande figur g Jidet
intervall pa vilket g (t) &r skild frén noll.

B.i(t)

ty t41 it H1 h

thek vk U Gk
-
By-1,4H)

B e
Bk-l,r+l(t)

Figur 8. Figur som belyser rekursionsformeln. | figuren &r r=i om k udda och r=i-1 om k jamnt.
Vidare ar h=i+m och v=i-m (om k udda) resp v=i-m-1 (om k jamnt), dar k=2m (om k jdAmnt) och
k=2m-1 (om k udda).

Med beteckningarnai figuren géller

t-t, t, —t
(12) Bi = m——Bror (0 + 7 Bropr+a(D)
v+k T tv h h-k

Det &r klart att gradtalet hojs med 1 och att stodet (det intervall dar en funktion &r skild fran noll)
utvidgats. Pa grund av faktorn (fytvkas regulariteten ocks& med 1 i vanstra andpunkten. Det ater-
star egentligen bara att visa att motsvarande géller i 6vriga skarvar men det avstar vi ifran.

Givet By j(t) = 1 for t_4<t<t; och 0 for dvrigt, kan man darfér berdkna basfunktionsvérden for god-
tyckligt gradtal och for likformiga likaval som olikformiga skarvféljder. Snabbt gar det daremot
inte. Maple anvander sig av denna formel, nér det tar fram formler for B-splines. Kravet

3 Boi(t) = 1

gor att By ;(t) bara kan vara 1 i endesg tvilket vi valt) eller .
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Det finns en komplikation. S&g att vi vill berakna ) nar ¢ &r en trippelskarv, t ex for skarvfolj-

den [-1,0,05t0,1]. D& behoévs Bfér bl a [-1,0,0,0], som i sin tur behéver;Bor [-1,0,0] och for

[0,0,0]. For den senare ar emellertid namnaren 0! Den enkla utvagen &r att strunta i de termer dér
namnaren ar 0.

12 Ytor

12.1 Allméant
| avsnitt 1 beskrev vi en tolkning av parameterframstallnirige(t), O<t<1 for ett kurvstycke.

P& motsvarande sétt kan parameterframstallnirge®(u,v), &u,v<1, for ett ytsegment (eng.
patch) ses som avbildningen av en kvadrat. Se foljande figur.

Figur 9. Ytsegment

Exempet Plan yta.

Givet en punkPyg och tva icke-parallella vektor&ochT spanner

P =P(u,v) =Pgg + US + VT, O=u,»<1,

ett plant ytsegment med fyra horn. Vi kan alternativt starta med tre givna pupdge?, o, Poq, var-
efterS= PlO_POO OChT:P01-P00.

12.2 Segmentvis approximation

Vi ger oss nu in pd motsvarigheten till styckevis approximation for kurvor. Vi tanker oss att den
lokala approximationen skall géras pa ett segment motsvarande<d (precis som vi i kurvfallet
sag pa ett segment&1). En riktig kansla for arbete med ytor far man inte gratis.

Motsvarigheten till linjar interpolation skulle d& vara att vi bestamde ett plan som gick genom de
fyra punkternaP(u,v), u=0,1,v=0,1. Men vi har da ett villkor fér mycket (jfr exemplet i slutet av
14.1). Vill vi approximera lokalt med plan maste vi stéllet ha trianglar som bassegment.

| stéllet blir den naturliga approximationen en bilinjar (betyder att den &r linjér i varje parameter for
sig) yta
- iy
P(u,v) = Z g uv,0=uvsl
0<i,)<1

Vi har har fyra fria parametrar, vilka gar att bestamma ur de fyra geometriska villkoren.

Men precis som nér det galler kurvor vill man ha béttre (Ias mjukare) approximationer. Nésta steg ar
bikubiska ytor

KURV- OCH YTAPPROXIMATION MED POLYNOM 15

P(u,v) = z ai,juivj,Osu,vsl
0<1,J<3

Vi har nu hela 16 fria parametrar, vilka gar att bestamma om vi forutsatter B P, och P, ar
givna i de fyra hérnen. Denna typ av approximation kallas Fergusonapproximation och &r allts&
motsvarigheten till Hermiteapproximation. Men den &r tydligen &n vérre att arbeta med.

Vi 6vergér darfor till vara favoriter Bezier och B-splines fran kurvfallet.

En variant ar att konstruera en bi-Bezieryta (vanligen utelamnas bi-), dvs (vi ar bara intresserade av
det kubiska fallet)
P(u,v) = z Bi(u)Bj(v)Piv pOsuvsl
3

0<i, )<

darP;; ar styr- och ankarpunkterna. Man har fyra s&dana punkter i varje koordinatriktning, dvs totalt
16 st. Ytan gar genom enbart fyra av dessa namRggrPys, P3p 0chP33. Se figurer i bockerna.

En annan ér att konstruera en bi-B-splineyta (vanligen utelamnas bi-), dvs (vi &r bara intresserade av
det kubiska fallet)
P(u,v) = z Bi(u)Bj(v)Pi' s 0<uvsn-2
n

[CEAES

darPy , O<ijj<n, ar styrpunkterna. Vi har har antagit att antalet punkter &r lika i de bada "riktning-
arna”, men de kan naturligtvis vara olika. Se aterigen figurer i bockerna.

13 Litet som tiden inte rackte till
Vi har namnt att valet av parametrisering har viss betydelse. Det skulle man kunna sdga mera om.

Vi har ocksa sagt ndgot i stil med att "kontinuerlig krékning" &r ekvivalent med kontinuerlig andra-
derivata. Det &r nu inte riktigt sant.

Man kan ha kontinuerlig lutning och krékning utan att ha kontinuerlig derivata resp andra derivata.
For detta finns ett begrepp som kalaskontinuitet (s k geometrisk kontinuitet). Detta kan anvan-

das for att fa ytterligare en parameter som paverkar kurvformen. Den intresserade hanvisas till FvD.
HB sid 318-319 ar daremot alldeles for kortfattad.

Vidare garanterar inte kontinuerlig derivata (eller kontinuerlig andraderivata) att man har kontinuer-
lig lutning (resp kontinuerlig krokning). Problem med lutningen kan uppstar i punkter dar bade x'(t)
och y'(t) & 0. Aven nu hanvisas den intresserade till FvD.

Till slut ett par referenser.

Farin: Curves and Surfaces for Computer Aided Geometric Design: A Practical Guide, Academic
Press 1990. Trots sin titel en halv-teoretisk bok, som jag sjélv haft visst ndje av. Delvis lattlast, men
innehaller ocksa svargenomtrangligt material. Innehaller 11 sidor dar Bezier beskriver bakgrunden
till sina kurvor.

IEEE-tidskriften Computer Graphics and Applications innehaller ofta lasvart och vélpresenterat
material. Ett exempel.

Les Piegl: On NURBS: A Survey, January 1991

16 KURV- OCH YTAPPROXIMATION MED POLYNOM




