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Antalet ingangar kan utokas

Voo
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kretsniva y & [—— f=xyzw .
o Z — kretsniva
logikniva W —
G Antal ingangar (fan-in), begransas
logikniva av anvand kretsteknologi.
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| saisiogik || Booleskalgebra Binz lueri
identitet pvF<p - x+0=x Inar evalueri ng
S 1=
: PASSP - Xeo=X Exempel:
dominans pvS&S - Xx+1=1 ) . L )
pAFSF N Xxe0=0 Bevisa deMorgans teorem med hjalp av binar evaluering

tautologi pv(—p)=S — X+x =1
motsagelse pA (—p)=F - xex =0
idempotens pA pep - XexX=X Pastiende 1: (x o y)’ =x"+y’ Pastiende 2: (x +y)’= X’ oy’
"a2 = a” (alltid)

Xey) | X' +y’ ’ oy’
dubbel negation —(=p) =p > (<) = x X y (x oY) y X y (x+y) | Xey
kommutativitet pvgsqvp - X+y=y+X 0 0 1 1 0 0 1 1

PAGEOAP - Xey=yeXx 0 1 1 1 0 1 0 0
associativitet (pva)vrepv(gvr) - xX+y)+z=(x+y)+z 1 0 1 1 1 0 0 0
(PAQ) Ar=pa (gAr) - (Xey)ez=(xey)ez 1 1 0 0 1 1 0 0
distributivitet pv(gan)<(pva)A(pvr) - X+(yoez)=(X+y)e(X+2) VL HL VL HL
PA(GvI)<=(PAG)V(PAT) - Xe(yt+tz)=(xey)+(xe2z)
deMorgans teorem —(pAQ) ©<—pv—(q - (xey) = X' +y’
—(pva) <—pa—q - (x+y) = Xxey’
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deMorgan, generalisering

Det géaller att:

(Xg @ X, @0 X @ Xy 3 @ X )'= Xo X o X o Xy X

bevisas enklast med induktion:

1
N

(X, @X, ®...X...oX,, ®X, ) =X'"+X +... X" o4+ X, +X
satt x_ = x, @ X, ochskriv

(x,ox, ) =x"+x" (visattidigare...)=

(xo .(Xl *X, ) = Xo'+(X1 * X, )=

(xo * X ®X, )'= Xo X 4%,

Switchnatsalgebra
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Ytterligare grindtyper har visat sig anvandbara

NAND — "ICKE-OCK” — Negerad AND-grind
Vi ska visa att de grundldggande funktionerna (NOT,AND,OR) samtliga
kan realiseras med en NAND-typ grind. (NAND-logik)

NOR — "ICKE-ELLER” — Negerad OR-grind
Vi ska visa att de grundldggande funktionerna (NOT,AND,OR) samtliga
kan realiseras med en NOR-typ grind. (NOR-logik)

EXCLUSIVE OR - "EXKLUSIVT ELLER” — XOR-grind
”Harledd funktion” dvs. baserad pa anvandning av NOT/AND/OR.
Grindtypen ar speciellt anvandbar vid jamforelseoperationer.

NOT EXCLUSIVE OR — "ICKE EXKLUSIVT ELLER” — Negerad XOR-
grind.

Switchnatsalgebra
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Negerad konjunktion, "ICKE-OCH” — NAND-grind

Boolesk Voo
Satslogik a|gebra
IEC-symbol

tabell tabell

sannings- funktions- X —1 Xe -Cl '4
: & IO—f
P a4 —(pAq) @l x y f=(xey) y =

q
FIF| S oo 1 _ Y _|
Amerikansk
F|S| s 01| 1 symbol _‘
S|F| s 110 1 « 1
sls| F 111] o | }f
y )

kretsniva

logikniva
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NOT/AND/OR-funktioner med NAND-logik

x—|: & IO 1 f=(xex)’=x’

i: s b1 & o=t f=(xeyyy=xey

s
y—|:&0—,_

& [0 f=(Cey)y=((cty))=xty

Switchnatsalgebra
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Negerad disjunktion, "ICKE-ELLER” — NOR-grind

@ CHALMERS Grundlaggande datorteknik

NOT/AND/OR-funktioner med NOR-logik

_ Boolesk x—E >l o—f f=(x+x)’=x
satslogik algebra Voo
IEC-symbol X ot 'ci
sannings- funktions-
tabell tabell X — >1 lo- ‘ X_E >1 O_\
p q —(pva) Xy f=(x+y) Y—1L_ y ot : Zl O— ¢ f=(x’+y’)’ = ((xoy)’))’=x ® y
F|F 00| 1 f y—{|>1 |-
F|S F 0|1 0 Amerikansk
s|F| F 110 o symbol
h T
L]t 50) D - o 5
> 2] o= f=(x+y))=x+
Y kretsniva y — 21 21 ((x+y)’)’ =x+y
logikniva
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(NOT) Exkluderande ELLER, (ICKE) XOR-grind

Definition: IEC-svmbol
x®y = x’y+xy’ g (x®y)’ = x’y’+xy
X_
. Il — f funktionstabell
funktionstabell y—
X y f=x®y X y f=(x®y) IEC-symbol
0|0 1 —
010 0 Amerikansk X =] [o—f
01 1 symbol 01 0 Y]
110 1 X 110 0
f 111 1 Amerikansk
1)1 0 Y® symbol

) >
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Evalueringsordning for operatorer

Evalueringsordning (prioriteter) i avsaknad av parenteser for
de grundlaggande operatorerna &r:

1. NOT

2. AND

3. OR

Exempel: Detaljera evalueringsordningen genom att satta ut
parenteser i foljande uttryck:
f(x,y,2,w)=x"+ x-y®w

L6sning:
f(XIYIZ/W): X’+X'y@w =(x")+ X'Y'W’-I—y"w —

)+ -y - (W) +((Y?) -w)

Switchnatsalgebra 16
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Booolesk disjunktiv form
(Sum Of Products = SOP-form)

@ CHALMERS Grundlaggande datorteknik

Mintermer
Med "minterm” menar vi varje unik konjunktion av boolska

(@, 0a,0..0a,)+ (b ob,e..0h )+...+(C oC, o...0C,) variabler, dessa kan forekomma i grund- och inverterad form.
Exempel: Mintermer vid tre variabler: Vi kan bekvamt specificera
Exempel:  f(x,vy,z)= v’z + xz’ realiserasav grindnatet: rad |x y z|minterm en boolesk funktion genom
0 |00 0|m=xy7z att ange dess mintermer.
A ikansk I 1 00 1|m=xYyz
[EC-symboler merikanska symboler 1= XY Exempel:
2 |01 0|m,=xYyz L, , ,
y ‘1‘ y% 3 (01 1|my=xyz My 2)=Xy'2+ XYz + X'z =
3_ — m,_ +mg +mg =
S, [ —— 4 10 0|m=xyz >(m,, my, mg)
— f f 5 |10 1|mg=xyz
X x———] 6 |11 0|mg=xyz’ Ett vanligt kompakt skrivsatt:
s —1 ] : 7 |11 1|m,=xyz fxy2)=2m(1,3,5)
z
Switchnatsalgebra 17 Switchnatsalgebra 18
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Exempel: Ange mintermerna i funktionen

f(x,v,2)= y'z + xz'’

Ldsning: Stall upp funktionstabell for f

X Yy z y’z | xz” | f=y’z+xz’

0 0 0

0 0 1 1 1 m,
0 1 0

0 1 1

1 0 0 1 1 m,
10 1 1 1 mg
1 1 0 1 1 Mg
1 1 1

Switchnatsalgebra

Dvs:
fxy2)=2m(1,4,5,6)=
X'Y'Z+Xy’'2’+Xy’z + xyz’

19

Normal och Forenklad disjunktiv form

| foregaende exempel sag vi hur:
f(x,y,2)= y'z + xz’
(
Y Y

Forenklad Normal form (=kanonisk)
summa av mintermer

+ xy'z + xyz'’

lelz + Xyl ZI
{ J

Exempel: Visa algebraiskt att uttrycken for f &r ekvivalenta.

f(x,vy,2) = x'y'z + xy'z" + xy'z + xyz’' =
(x"+x)y'z + x(y'+y)z’' =

=vy'z + xz'

En boolesk funktion kan i allmanhet skrivas pa manga olika satt. Det finns dock
bara en disjunktiv normal form (kanonisk SoP, ”canonical SOP”).

Ovriga former sags vara férenklade. En form som inte kan forenklas ytterligare
kallas minimal.

Switchnatsalgebra 20
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Realisering

Booleska disjunktiva uttryck ger direkt realisering med

NOT/AND/OR-logik, exempelvis:

f(x,v,2)= y'z + xz’ (2st 2-ing AND och 1 st. 2-ing OR)

Det kan finnas skél for att implementera med annan logik

e N B I e
S . S I P

A0 AL AL HD AL
2-ing AND 2-ing OR 2-ing NAND

Switchnatsalgebra

Kan vi realisera f med
NAND i stéallet for
AND/OR sa kan vi
kanske spara
transistorer...
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Kan”visualiseras” enligt

foljande...
y’ &
z L
Omskrivning av disjunktiv form, x =l f
skriv f = (f’)’, och tillampa z — &
deMorgans lag... $
A
— (2 >1 -+ f
f(x,y,2) =y'z + xz' = 2* s ol
(£/)'= [(y'z + xz')" ]’ w5 ()
= [(y"z)" (xz")"]’ ’ $
vy
7 &
X & f
&
z

Switchnatsalgebra
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konjunktiv form

(Product Of Sums= POS-form)

(&, +a,+...+a,)e(b +b, +..+b,)e...e(c,+C, +...4+C))

Exempel: g (x

IEC-symboler

z

Switchnatsalgebra

b
1

,y,Z):

(x+z) (y"+z’) realiseras av grindnéatet:

Amerikanska symboler

y

W,
|_\
-
«Q
N> N
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Med "maxterm” menar vi varje unik disjunktion av boolska
variabler, sadan att dess logiska varde ar 0. Dessa kan forekomma
I grund- och inverterad form.

Exempel: Maxtermer vid tre variabler:

rad

x
<

~N|joOoO| | |W|IN|FL|O
Pl |IP|IPIO|IOC|O|O

PR|lRP[O|O|R|R,|O|O
PR |O(RPr|[O|RP|O|FR,|O|N

Switchnatsalgebra

maxterm En boolesk funktion kan specificeras
Mo = x+y+z aven i form av maxtermer.

M, = X+y+z’

M, = X+y’+Z Exempel:

Mj = X+y'+2° f =[[M(135)=M,eM eM, =

M, = X*ty+z (X+y+Z)o(x+yV+Z)o(X+y+27)

Mg = X’ +y+2’

Mg = X’+y’+z

M, =X’+y’+2’

24
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Exempel: Ange maxtermerna i funktionen
g(x,y,z)=(x+z) (y'+z")

Lésning: Stall upp funktionstabell for g

@ CHALMERS Grundlaggande datorteknik

Normal och Forenklad konjunktiv form

| foregaende exempel sag vi hur:
g(x,y,2z)=(x+z) (y"+z")=(x+ty+z) (x+y' +z) (x+ty’+2") (x"+y'+z")

{ J
\—Y—} Y

X ¥ z|xtz|yi+z? | gCey) (7zT) Eérenklad Normal form (=kanonisk)
0 00] O 0 M, produkt av maxtermer
°o 01 Exempel: Visa algebraiskt att uttrycken for g ar ekvivalenta.
S 0 M, Dus: g = (x4ytz) (x4y +z) (x4y 4z0) (%) 4yl +z7)
ot 1 0 0 Ms g (xy2)=1IM(0,2,3,7) = = (xx+xy’ +xz+xy+yy’ +yz+xztzy’ +22)
1 0 0
, s sy (%" +xy’+xz"+x"y+y'y' +y’ z+x"z" +y'z" +z'z")
o1 (HyH2) x4y +2) x4y +2) (X 4y 47) L (exy axmnytyziant i2)
110 (xy'+xz’+x'y' +y’ z"+x" z+z")
11 1 0 0 M, = (xt+z+x(y'+y)+z (y+y') +x2)
((x+x")y"+z" (x+x")+y"z"+z")
= (x+z+x+z+xz) (y'+z'+y’z’+z’) (redundans/dominans)
= (x+z) (y"+z")
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. . yf“‘L . e .
Realisering, OR/AND — NOR = Minimering av booleska uttryck
z O s

Booleska konjunktiva uttryck ger direkt realisering ; I
med NOT/AND/OR-logik.
Aven hir kan vi dock spara transistorer genom att y
realisera med en alternativ grindtyp. Da vi utgar fran Z 21
konjunktiv form & NOR-realisering lampligt. X o & g
21
Omskrivning av konjunktiv form, skriv g = z ¥

N X% N<
| ]

I\ ‘ v ‘

[ [

O

\II ﬁ'“}

\\#_/,/
«Q

(9°)’, och tillampa deMorgans lag...

. (g")'= [ ((x+z) (y"+z")) "]’ o
i = [(x+z) "+ (y"+z")"]’ T arprS(a)
el Y s D
LA z -2 \—‘210 q
P X — OJ
2-ing NOR , — 21

Switchnatsalgebra
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o Vi har sett hur funktionellt ekvivalenta booleska uttryck kan
uttryckas pa normal/forenklad form med varierande "kostnad” for
realiseringen.

o Vi har anvént algebraiska metoder for att forenkla uttryck.

0 Det kan i bland vara svart att se om en forenkling verkligen
resulterat i en minimal form eller inte.

o For komplexa uttryck ar algebraiska metoder véldigt opraktiska och
det har darfor utvecklats atskilliga metoder for minimering av
Booleska uttryck.

o | denna kurs anvénder vi Maurice Karnaugh’s metod med

”Karnaughdiagram”. Vi ger har metoden med praktiska exempel
dock utan bevis.

Switchnatsalgebra 28
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Karnaughdiagram - metod

Betrakta funktionstabellen
for
fx,y2)=>2m(1,4,5,6)=
XY'Z+Xy'Z'+Xy'Z + Xyz’ --ger
Karnaughdiagram for

rad |[xy z| f tre variabler.
0000
110011 yz'yz yz yr

\oo 01 11 10
2 o010 —

’ N

3 011 X0 1
4 100 1_//(—471?1 /’1
5 1011/
6 11 011
7 111

Switchnatsalgebra
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Karnaughdiagram - metod

y'z2’y’'z yz yz’
00 01 11

X’ 1 i

X 11|1 1
y'z'y'z yz yz’
00 01 11 10

X" 0 1

x 11| ||

Switchnatsalgebra

Betrakta tva intilliggande mintermer.

XY z+Hxy’z=y (X +X)=Yy’z

Vi ser detta direkt i diagrammet genom att konstatera att
for de inringade mintermerna ar y och z konstanta
medan x varierar (x’+x) varfor x kan tas bort.

Kodningen innebar att diagrammet kan vikas (som en
cylinder), med inringningen tacker vi nu de bada
aterstdende mintermerna.

Xy’z2’+xyz’=xz’(y’ +y)=xz’

Den minimerade funktionen.
f=yz+xz’

30
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y'z'y'z yz yz’
00.01. 11 10 Vi hade foljaktligen lika garna kunnat tackt de bada
< 0 1 ' tidigare mintermerna med denna inringning.
Vilket hade gett oss samma resultat.
x 111 1
|

Hur vet vi att denna form av funktionen ar minimal?
-Studera Karnaugh’s bevis.

Samtliga mintermer maste “tackas”, dvs. samtliga ettor maste ringas in.

Endast intilliggande ettor kan ringas in samtidigt (ej diagonalt...)

Antalet ettor i en inringning maste vara 2" (n=0,1,2,3...), dvs
1,2,4,8,16...

Minimal form om samtliga mintermer tackts med minimalt antal
inringningar.

Switchnatsalgebra
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Karnaughdiagram for

4 variabler
f(x,y,z,w)

f

00

0

Xyl

10

W
00 01 11 10

1

1

Switchnatsalgebra
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Exempel:
Minimera
f(x,y,z,w)= 2> m (4, 5,13,15)

Losning:
For in mintermerna i Karnaughdiagrammet
Ringa in mintermer

f

w Identifiera f
00 01 11 10
00 X YyZI'W+X’yZ’w =
o1 111 i/ X" yz’ (w+w’)
Xy
11 | 1]1 |\\,\ XyzZ'W-+Xyzw =
10 xy(z’+z)w

f(x,y,z,w) = X’ yz’+xyw

32
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Minimal form

Lat varje inringning omfatta sa manga mintermer som mojligt.

Samma minterm kan ringas in flera ganger.

Exempel:
f W f W
0001 11 10 00 01 11 10
00 1|1 o0l 1|1
xyOl 111 xyO 111
11 1) 1|1 1] 1& 1111 1]
100 1|1 10/ 1|1
| —

EJ MINIMAL MINIMAL

Switchnatsalgebra
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Sammanfattning - Karnaughdiagram

f W
00 011110
fooY f yz 00
0 1 00011110 01
Xy
x 0 « 0 11
1 10

Switchnatsalgebra
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