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Mer om grafer:

» Minsta uppspannande trad
(for oriktade grafer).

» Prims algoritm.
» Kruskals algoritm.

» Djupet forst-sokning.



Vag av langd > 1 som anvander
varje kant max en gang.




Sammanhangande, acyklisk, oriktad graf.




Uppspannande trad

Trad som ar delgraf och innehaller alla noder.

Minsta uppspannande trad (MST)

Uppspannande trad vars totala (kant)vikt ar <
vikten av alla andra uppspannande trad.



Minsta uppspannande trad

Nagra tillampningar:
» Konstruktion av natverk.
» Klusteranalys.
» Bildsegmentering.
» Och mycket annat.


http://wwwnc.cdc.gov/eid/article/16/4/09-1361-f1.htm
http://cs.brown.edu/~pff/segment/
http://en.wikipedia.org/wiki/Minimum_spanning_tree#Applications

Minsta uppspannande trad

Négra egenskaper:
» Existerar omm grafen ar sammanhangande.
» Lagger man till en kant far man en cyklisk graf
med exakt en cykel.

» Tar man sedan bort en kant fran cykeln
far man ett uppspannande trad.



Prims algoritm (for icketom graf)

Done = new set containing arbitrary node s
ToDo = V \ {s}
T new empty set // MST fér noder i Done.

while ToDo is non-empty do
if no edge connects Done and ToDo then
raise error: graph not connected

(u,v) = cheapest edge connecting Done and ToDo
(u € Done, v € ToDo)

Done = Done U {v}
ToDo = ToDo \ {v}
T =T U {,w}

return T // Bara kanterna.



Prims algoritm

Vildigt lik Dijkstras algoritm.
» Bada giriga algoritmer.
» Lagger till billigaste nya noden.
» Dijkstra: Minsta avstandet fran startnoden.
» Prim: Minsta avstandet frdn gammal nod.



Prims algoritm: korrekthet

Algoritmen ger ett uppspannande trad eller,
om grafen ej ar sammanhangande,
ett felmeddelande:

» Invariant: T ar ett uppspannande trad
for noderna i Done.
» Invarianten haller i borjan:
Tradet med noden s och inga kanter
spanner upp { s }.
» Invarianten bevaras:
Lagger alltid till ny nod, aldrig cykel.
(Om felmeddelande: ej sammanhangande.)

» Nar vi kor return T sa ar Done = V.



Prims algoritm: korrekthet

Algoritmen ger ett MST (om det finns nagot):
» Invariant: T ar ett deltrad av ndgot MST.

» Invarianten haller i borjan:
Det tomma tradet ar ett deltrad av alla MST.

» Invarianten bevaras:
Antagande: T ar ett deltrad av ndgot MST.
Visa (for k = (u,v)):
TU{ k } ar ett deltrad av nagot MST.



Prims algoritm: korrekthet

» Antagande: T deltrad av MST M.

» Visa: TU { k } deltrad av nagot MST.

» Klara om k£ € M. Annars finns cykel C
med k € C och C\{k} C M.

» Betrakta mangden K = C\ (TU{ k }).

» k forbinder Done och ToDo, T gor det inte,

C' ar en cykel =
en kant k¥ € K forbinder Done och ToDo.

» & ar minst lika dyr som k.
» TU{k} deltrad av (M \{k })U{k}
(som ar ett MST).



Visa att Dijkstras algoritm ar korrekt.




Prims algoritm

Kan implementera Prims algoritm

pa ungefar samma satt som Dijkstras.
(Glom inte kontrollera att

grafen 4r sammanhéangande.)

Tidskomplexitet:
» O(|V]%).
> O(|E[log [V])  (om |[V] = O(|E])).



Vad ar den totala vikten av foljande tva
grafers minsta uppspannande trad?
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10 11
9

25631 6
2 5




Vilj hela tiden billigaste kanten
som inte skapar en cykel.



» Hur hittar vi billigaste kanten?
Prioritetsko?

» Hur vet vi om kanten skapar en cykel?



Disjunkt mangd-ADTn

» Representerar partition av andlig mangd.
» new disjoint-set(n):

Skapar {{i}|i€{0,1,....n—1}}.
» union: Slar ihop tvad delmangder.

» find: Ger unik representant for delmangd.
find(i) == find(j) omm
i och j hor till samma delméangd.



Disjunkt mangd-datastruktur

En implementation (se boken):
» new disjoint-set(n): O(n).
» union: Nastan konstant amorterad tid.
» find: Nastan konstant amorterad tid.



Kruskals algoritm
if |V| <= 1 then return empty set

Partition = new disjoint-set(|V])

Edges = new priority queue containing E,
prioritised by edge weight
T = new empty set

while Edges is non-empty do
(u,v) = Edges.delete-min()

if Partition.find(u) !'= Partition.find(v) then
Partition.union(u,v)
T=TU/{(,Ww}
if |T| == |V| - 1 then return T

raise error: graph not connected



Vad ar varstafallstidskomplexiteten
for Kruskals algoritm?

(Anta att Edges ar en binar heap och T en
lista. Anta inte att |V| = O(|E]).)

> O(|V] +[E]).

> O(|E[log [V]).

» O(|V] +[E[log [V]).
> O((IV] + | E]) log [V]).
> O(VI|E]).

Hemuppgift for intresserade

Visa att Kruskals algoritm ar korrekt.



Kruskals algoritm

if |V| <= 1 then return empty set

Partition = new disjoint-set(|V]) O(|v])
Edges = new priority queue containing E, O(|E|)
prioritised by edge weight
T = new empty set
while Edges is non-empty do O(|E|) ggr
(u,v) = Edges.delete-min() O(log |V])
if Partition.find(u) != Partition.find(v) then

Partition.union(u,v)
T=TU{(@,v)}
if |T| == |V| - 1 then return T

raise error: graph not connected



Djupet forst-
sokning



Djupet forst-sékning (DFS)

» Metod for att ga igenom alla noder och kanter.
» Har tidigare sett bredden forst-sokning.
» Fungerar for oriktade och riktade grafer.



Djupet forst-sokning: mall

visited = new array with indices {0,..,|V[-1}
and all elements equal to false

// Startar/startar om sokning.
for v € {0,..,|V|-1} do
if not visited[v] then
dfs(v)

// Utfér sokning.
dfs(v) {
visited[v] = true

forw € {w | (v, w) € E} do
if not visited[w] then
dfs(w)



Djupet forst-sokning: mall

visited = new array with indices {0,..,|V[-1} O(|V|)
and all elements equal to false

// Startar/startar om sokning.

for v € {0,..,1V|-1} do O(|V]) ggr
if not visited[v] then
dfs(v)

// Utfér sokning.
dfs(v) { O(|V|) ggr
visited[v] = true

for w € {w | (v, w) € E} do O(|E|) ggr
if not visited[w] then
dfs(w)



Tidskomplexitet: O(|V'| 4 |E]) (linjar).



Uppspannande skog

Depth-first spanning forest:
» Skog: Lista av trad.
» Ett trad for varje toppnivaanrop till dfs.

» Rekursiva anrop till dfs ger upphov till vanliga
tradkanter.
» Om visited[w] = true far man istéllet en
"speciell” kant:
» Bakatkant: Om kanten pekar uppat.
» Framatkant: Om kanten pekar nedat.
» Tvarkant: | vriga fall ("at vanster”).



Uppspannande skog
Graf:
Skog

(om vi soker fran 0, 1 och 4, och valjer 2 fére 3):




Hur manga bakatkanter innehaller
DFS-skogen for foljande graf, givet att vi,
da vi kan valja mellan flera noder,

alltid valjer den lagst numrerade noden?
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Djupet forst-sokning

» DFS kan anvandas for att
implementera andra algoritmer.

» Exempel:
Ar en oriktad graf sammanhingande?

» Testa om DFS fran godtycklig nod
besoker alla noder (utan omstart).



Sammanhangande?

if |V| = 0 then return true

visited = new array with indices {0,..,|V[-1}
and all elements equal to false
dfs(0)
for v € {1,..,1V]|-1} do
if not visited[v] then return false
return true

dfs(v) {
visited[v] = true
for w e {w | (v, w) € E} do
if not visited[w] then
dfs (w)



Djupet forst-sokning

» Ateranvandning genom kopiering?
» Mer modulart:
dfs :: Graph -> Forest

type Forest = [Tree]
type Vertex = Integer

data Tree
data Edge

Root Vertex [Edgel
= Regular Tree

| Forward Vertex

| Back Vertex

| Cross Vertex

» Olika implementationer av dfs
for oriktade och riktade grafer.



Djupet forst-sokning

» Modular implementation:

connected :: Graph —-> Bool
connected g = length (dfs g) <=1

» Kanske mindre effektiv.
» Ar grafen cyklisk?

cyclic :: Graph -> Bool
cyclic g = hasBackEdge (dfs g)



Trad: traverseringsordningar

Kan gd igenom ett trads noder i olika ordning:

Preorder Roten, barntraden fran vanster till hoger,
vart och ett "i preorder”.

Postorder Barntraden fran vanster till hoger, roten.

Inorder For binara trad:
vanster barntrad, roten, hoger barntrad.

Kan generaliseras fran trad till skogar
(vanster till hoger).



Topologisk sortering

Kan sortera DAG topologiskt genom att utféra DFS
och pusha noderna pa stack i postordning:
-- Precondition: Grafen mé&ste vara acyklisk.

topologicalSort :: Graph -> [Vertex]
topologicalSort g = postorderPush (dfs g)



Starkt sammanhangande komponenter

For riktade grafer:
» Starkt sammanhangande graf:
Om wu,v € V sa finns det en vag fran u till v
(och vice versa).

» Starkt sammanhangande komponent (SCC):
Maximal starkt sammanhangande delgraf.

» Om varje SCC byts ut mot en ny nod
(en per SCC) far vi en "multi-DAG".



Starkt sammanhangande komponenter

Exempel:
» Noder: Funktioner.
» Kanter: Anrop fran en funktion till en annan.
» Funktioner i en SCC ar omsesidigt rekursiva.



Hur manga starkt sammanhangande
komponenter innehaller foljande graf?
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SCC-algoritm

Kan vi hitta alla SCCer?

» Kan hitta alla noder i "l6v-SCC"” genom
DFS (utan omstart) frdn nidgon av dem.

» Kan sedan ta bort (ignorera) 16v-SCCn och
fortsatta med annan 16v-SCC.

» Men hur hittar man [6v-SCCer?



SCC-algoritm

Utfér DFS, lagg noder pa stack i postordning.

» Oversta noden (om négon)
maste hora till en "rot-SCC".

» Tar man bort alla noder som hor till den SCCn
sa hor dversta noden (om nagon)
aterigen till en rot-SCC.

» Och sa vidare...

For l1ov-SCC:
Utfor DFS bakldnges (pa reverserad graf).



SCC-algoritm

1.

2.

Utfér DFS baklanges,

pusha noder i postordning.
Utfér DFS framlanges,

boérja hela tiden med

Oversta obesokta stacknoden.
Varje sokning ger en SCC.



SCC-algoritm

-- Borja varje sokning i den forsta obesockta
-- listnoden.
orderedDFS :: Graph -> [Vertex] -> [Treel

-- Reverserar grafen.
opposite :: Graph —-> Graph

-- Resultatet &r omvant topologiskt sorterat.
sccs :: Graph -> [[Vertex]]
sccs g = map verticesInTree (orderedDFS g stack)
where
stack = postorderPush (dfs (opposite g))



Tidskomplexitet: O(|V| + | E|).



» Minsta uppspannande trad.
» Djupet forst-sokning.

Nasta vecka:
» Soktrad.



Ge valfri
feedback pa
hur kursen

fungerar
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