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Uppgift 1

(L&tt.) Skriv ett effektivt program som tar en lista
av strangar, berdknar varje strangs frekvens (hur
manga ganger den forekommer i listan), och skriver
ut strangarna sorterade efter frekvens (i fallande
ordning). Om tva strangar har samma frekvens
spelar ordningen ingen roll.



Exempel:
» Lista: "elefant", "giraff", "lodjur",
"elefant", "elefant"

» Utskrift:

elefant
lodjur
giraff



Uppgift 1

Forklara implementationen, och analysera
programmets tidskomplexitet. Din analys ska ta
hansyn bade till listans langd n, och antalet tecken
w i den langsta strangen. Var tydlig med vilka
antaganden du gor i din analys.
Standarddatastrukturer och -algoritmer fran kursen
behdver inte forklaras, men daremot motiveras. Om
pseudokod anvands maste den vara detaljerad.



Losning 1

"beraknar varje strangs frekvens":

frekvenser = new hashtabell
for varje stradng s i strangar
om s + f finns i frekvenser
frekvenser.insert(s, f + 1)
annars
frekvenser.insert(s, 1)

Antagande: Perfekt hashfunktion (O(w)).

O(1) + nO(w) = O(nw)



Losning 1

"sorterade efter frekvens':

strang-frekvens-par =
frekvenser.list-with-bindings()
strang-frekvens-par.sort(descending)

< fi > Ty
descending((sl,fl)a (89, fg)) i fl = f27
>, 1< [y

Antagande: Lastfaktor > konstant oberoende av n.

O(n) + O(nlogn) = O(nlogn)



“skriver ut strangarna’:

for varje par (s, f) i
strang-frekvens-par
skriv ut s f6ljt av en radbrytning

< nO(w) = O(nw)



Totalt:

O(nw)+0(nlogn)+0O(nw) = O(n(logn+w))



Uppgift 2

(Latt.) Betrakta foljande Javaklass:

// Tradnoder med foéraldrapekare.

//

// Invariant: Om this.parent inte &r null
// s& géller antingen

//  this.parent.left = this
// eller
//  this.parent.right = this.
public class Node<A> {
public A contents; // Innehall.
public Node<A> left; // Vanster deltrad.

public Node<A> right; // Hoger deltrad.
public Node<A> parent; // Féréalder.



Uppgift 2

Ar foljande implementation av enkelrotation
korrekt? Motivera (garna med figurer), och om
nagot ar fel, visa hur man kan atgarda felet.
(Eventuella problem har inget med Java att gora.
Koden kompilerar utan problem.)



Uppgift 2

// Roterar upp noden child férbi sin foéralder.
//
// Noden child samt dess foérdlder och foéradlderns
// foéralder maste vara icke-null.
public static <A> void rotateUp(Node<A> child) {
// Forfader.
Node<A> parent = child.parent;
Node<A> grandparent = parent.parent;

// Uppdatera fordldrapekare.
child.parent = grandparent;
parent.parent = child;



Uppgift 2

// Uppdatera barnpekare.
if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;

child.right = parent;

} else {
parent.right = child.left;
child.left = parent;

+

// Uppdatera pekaren fran "farférdldern".
if (grandparent.left == parent) {

grandparent.left = child;
} else {
grandparent.right = child;

by



Losning 2

child.parent = grandparent;

parent.parent

child;

if (parent.left == child) {

} else {
parent.right
child.left

}

if (grandparent.left ==

grandparent.left
} else {

grandparent.right
X

parent.left = child.right; ‘(Q::::>
child.right = parent;
child.left;
parent;
{

parent)
child;

child;



Losning 2

child.parent = grandparent;
parent.parent child;

if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;
child.right = parent;

} else {
parent.right = child.left;
child.left = parent;

}

if (grandparent.left == parent) {
grandparent.left = child;

} else {
grandparent.right

child;
¥



Losning 2

child.parent = grandparent;
parent.parent = child;

if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;

child.right = parent;
} else {
parent.right child.left;

child.left parent;
} °

if (grandparent.left == parent) {
grandparent.left = child;

} else {
grandparent.right

child;
¥



Losning 2

child.parent = grandparent;
parent.parent child;

if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;

child.right = parent;
} else {
parent.right child.left;

child.left parent;
} °

if (grandparent.left == parent) {
grandparent.left = child;

} else {
grandparent.right

child;
¥



Losning 2

child.parent = grandparent;
parent.parent = child;
if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;
child.right = parent;
} else { @
parent.right = child.left;
child.left = parent;
}

if (grandparent.left ==
grandparent.left

} else {
grandparent.right

}

parent) {
child;

child;



Losning 2

child.parent = grandparent;
parent.parent child;

if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;

child.right = parent;

} else { @
parent.right child.left;
child.left parent;

} o

if (grandparent.left == parent) {
grandparent.left = child;

} else {
grandparent.right

child;
¥



Losning 2

child.parent = grandparent;

parent.parent = child;

if (parent.left == child) {
parent.left = child.right;
child.right = parent;

} else {
parent.right = child.left;
child.left = parent;

}

if (grandparent.left ==
grandparent.left =

} else {
grandparent.right

}

parent)
child;

child;

i N



Losning 2

Uppdatera foraldrapekare och barnpekare samtidigt:

public void setLeft(Node child) {
left = child;
if (child != null) {
child.parent = this;
b
+

public void setRight(Node child) {
right = child;
if (child != null) {
child.parent = this;
+
X



Losning 2

if (parent.left() == child) {
parent.setLeft(child.right());
child.setRight (parent) ;

} else {
parent.setRight(child.left());
child.setLeft (parent);

+

if (grandparent.left() == parent) {
grandparent.setLeft(child);

} else {
grandparent.setRight (child);

+



Uppgift 3

Uppgiften ar att konstruera en datastruktur som
implementerar en variant av avbildnings-ADTn
(“map-ADTn").

Anta att nycklar ar totalt ordnade och att det finns
en komparator som avgor hur tva nycklar k; och k,
ar relaterade (ky < ko, ky = ky eller k; > k).



Uppgift 3

ADTn har foljande operationer:

|

|

empty: Skapar en tom avbildning.
insert(k,v): Lagger till en bindning k — v till
avbildningen. Om en bindning k — ¢ redan
finns i avbildningen sa tas den bort.

lookup(k): Om en bindning k — v finns i
avbildningen sd ger den har operationen v som
svar, och annars meddelas pad nagot lampligt
satt att en sddan bindning saknas.

remove-smaller(k): Tar bort alla bindningar
k' v dar k' < k. Ovriga bindningar paverkas
inte.



Den har uppgiften har graderade deluppgifter:



Uppgift 3

For trea: Implementera ovanstdende ADT, forklara
hur din implementation fungerar, och analysera
operationernas tidskomplexitet.
Standarddatastrukturer och -algoritmer fran kursen
behover inte beskrivas i detalj. For att bli godkand
maste du se till att operationerna har féljande
tidskomplexiteter (antingen i varsta fall, eller
amorterat):

» empty: O(1).

» insert, lookup: O(logn).

» remove-smaller: O(nlogn).

Har ar n antalet bindningar i avbildningen. Du kan
anta att element kan jamforas pa konstant tid.



For fyra: Som for trea, men remove-smaller ska
ha tidskomplexiteten O(logn).



Losning 3

For trea:

|

Dra nytta av O(nlogn):
Kan t ex konstruera nytt balanserat trad.

Anvand AVL-trad.

(Klass med en tillstandsvariabel map.)
empty, insert, lookup: De vanliga
AVL-tradsoperationerna.

remove-smaller: Implementera med hjalp av
avbildnings-ADTn.



Losning 3

remove-smaller (k) {
List bindings = new LinkedList<Pair<Key, Value>>;
for all k' =+ v in map {
if (not (k' < k)) {
bindings.add((k', v));
+
}
map = emptyQ);
for all (k, v) in bindings {
map.insert(k, v);
}
}

< O0(1)4n0O(1)+0(1)+nO(logn) = O(nlogn)



For fyra:
» Kan anvanda splaytrad.

» Kan anvanda skipplistor.
(Dock forvantad komplexitet istallet for
amorterad.)



Uppgift 4

Man kan sortera riktade acykliska grafer (DAGs)
topologiskt genom att gora en djupet forst-sokning
och pusha noderna pd en stack i postordning.



Uppgift 4

For trea: Implementera den har algoritmen. Skriv en
funktion (metod) som tar en graf och ger tillbaka
en lista med grafens noder i topologisk ordning.

DD

» Graf:

» Mojligt resultat: 0, 1, 2, 3, 4.
Var tydlig med hur du representerar grafer, och hur
djupet forst-sokningen utfors. Du behover inte
beskriva implementationer av stackar och listor i
detalj.



Uppgift 4

For fyra: Analysera din implementations
tidskomplexitet (noggrant, det racker inte att skriva
“djupet forst-sokning tar si och sa lang tid", du
maste analysera din egen implementation).



Losning 4

Grafrepresentation: Noder ar numrerade fran 0 till
n — 1, dar n ar antalet noder. Grafstrukturen
representeras med grannlistor: en array med storlek
n, dar position ¢ innehaller en lankad lista med nod
1s direkta efterfoljare.



Losning 4
List<Integer> topological-sort(Graph g) {
List<Integer> stack = new Stack<Integer>;

Boolean visited[] = new Boolean[g.number-of-nodes];

for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++)
visited[i] = false;

void dfs(Integer i) { ... }
for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++) {

if (not visited[il])
dfs(i);

return stack;



void dfs(Integer i) {
visited[i] = true;

for all immediate successors j of i in g {
if (not visited[jl)
dfs(j);
b

stack.push(i);
}



List<Integer> stack = new Stack<Integer>;
Boolean visited[] = new Boolean[g.number-of-nodes];

for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++)
visited[i] = false;

O(IV1)



void dfs(Integer i) {
visited[i] = true;

stack.push(i);
}

Kors en gang per nod:

O(IV])



for all immediate successors j of i in g {
if (not visited[j])
dfs(j);
b

Kors en gang per kant:

O(|E]) (exklusive rekursiva anrop)



for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++) {
if (not visited[i])
dfs(i);

O(|V]) (exklusive rekursiva anrop)



Totalt:

O(|V + | E])



Uppgift 5

(Svér.) Betrakta foljande variant av list-ADTn:
» empty: Skapar en tom lista.
» insert(x): Lagger till x sist i listan.

» delete-last: Tar bort och ger tillbaka listans
sista element. Krav: Listan far inte vara tom.



Uppgift 5

Man kan implementera den har ADTn med en
dynamisk array pa foljande satt:

» empty: Allokera en array med langd ett.

» insert(z): Om arrayen ar full: fordubbla
arrayens storlek. Stoppa in = pa den forsta
lediga positionen.

» delete-last: Ta bort det sista elementet frén
arrayen. Om arrayens langd ¢ ar minst 4, och
den innehéller ¢/4 element, halvera arrayens
storlek. Ge tillbaka det sista elementet.

Notera att arrayens langd hela tiden ar 2F for nagot
ke N.



Din uppgift ar att bevisa att alla operationer tar
amorterat konstant tid.



Losning 5

Potentialfunktion:

U(e,n) = k|c — 2n|

» c: arrayens langd.
» n: listans langd.
» k: positiv konstant.

Idé: Potentialen ar minst nar arrayen ar halvfull, och
okar ju narmare vi kommer en férdubbling/halvering
av storleken.



» Specialfall: Potentialen 0 innan vi skapat listan.
» Potentialfunktionen OK?
» Ja, ursprungspotentialen < alla andra.



Losning 5

empty:

Tar konstant tid, och 6kar potentialen fran O till &.
Den amorterade tidskomplexiteten ar alltsa

O(1) + k, vilket ar O(1) eftersom k ar en konstant.



Losning 5

insert:
Om vi inte fordubblar arrayen sa tar insert
konstant tid, och potentialen 6kar med

U(e,n+1)—V(c,n) = klc—2(n+1)|—k|c—2n|,

dar c och n ar kapaciteten och langden innan vi satt
in det nya elementet.

En enkel fallanalys (¢ < 2n, ¢ = 2n + 1 och

¢ > 2(n + 1)) visar att 6kningen ar som mest 2k.

Den amorterade tidskomplexiteten ar dd som mest
O(1) + 2k = 0(1).



Losning 5

Om vi fordubblar arrayens kapacitet fran c till 2¢ sa
ar tidskomplexiteten for insert O(c) (vi kopierar ¢
element och satter in ett nytt).
Potentialférandringen ar

U(2¢c,c+1) —¥(c,c) =
k|l2c —2(c+ 1)| — klc — 2¢| =
— k(c—2).

Den amorterade tidskomplexiteten ar
O(c) — k(c —2), vilket ar O(1) om k kan valjas
tillrackligt stor.



Losning 5

delete-last:

Borttagningsoperationen kan analyseras pa
motsvarande satt. Om kapaciteten inte halveras ar
den amorterade tidskomplexiteten (notera att

+VY(e,n—1)—Y(e,n) =
+ kle—2(n—1)| — kle —2n| <
_|_



Losning 5

Om kapaciteten halveras ar den amorterade
tidskomplexiteten (notera att ¢ ar en tvapotens och
c>4)

O(c)+\11(g,§) —\I/(c,erl) =

O(c) +k’——2 ‘—k‘c—2(2+1>‘:

O(c) —k’§—2’.

Har far vi aterigen att den amorterade
tidskomplexiteten ar O(1) om k kan valjas
tillrackligt stor.



M a o blir den amorterade tidskomplexiteten for alla
operationer O(1) om vi bara later k vara tillrackligt
stor.



Uppgift 6

(Svér.) Handelsresandeproblemet kan formuleras sa
har: Givet en komplett, viktad, oriktad graf med
minst tvad noder, hitta en kortaste hamiltonsk cykel.
Med andra ord, hitta en vag som besoker alla noder
exakt en gang, forutom att den borjar och slutar i
samma nod, och ar minst lika kort som alla andra

sddana vagar.

(I en komplett graf finns det en kant mellan
noderna u och v om och endast om u # v.)



Uppgift 6

Los foljande variant av handelsresandeproblemet
effektivt:

» Kanternas vikter ar ickenegativa. Du kan anta
att de ar naturliga tal.

» Grafen uppfyller triangelolikheten: Lat d(u,v)
std for vikten av kanten mellan noderna u och
v. | sa fall galler for alla noder u, v och w att
d(u, w) < d(u,v) + d(v,w).

» Du behover inte hitta en kortaste hamiltonsk
cykel, det racker att hitta en hamiltonsk cykel
som ar max dubbelt s& l&ng som de kortaste.



Uppgift 6

Standarddatastrukturer och -algoritmer fran kursen
behover inte forklaras. Motivera utforligt varfor din
l6sning ar korrekt och effektiv.

Tips: Anvand ett minsta uppspannande trad.



Losning 6

Algoritm:

» Berdkna ett minsta uppspannande trad 1. Ett
sadant trad existerar eftersom grafen ar
sammanhangande.

» Gor en djupet forst-sokning i T (inte grafen),
med borjan i en godtycklig nod v, och lagg
varje nod sist i en lankad lista p forsta gangen
noden besoks. Om man sedan lagger till v sist i
listan sa representerar p den eftersokta cykeln.



Losning 6

Korrekthet:

Notera forst att p representerar en hamiltonsk cykel
eftersom grafen ar komplett och innehaller minst
tvd noder. Det aterstdr att visa att cykelns langd ar
max 2w, dar w star for de kortaste hamiltonska

cyklernas langd.



Losning 6

Observera nu att tradets totala vikt inte kan vara
storre an w, fér om man tar bort en kant fran en
kortaste cykel sa far man ett uppspannande trad,
och alla kanter har ickenegativa vikter. Notera
ocksd att djupet forst-sokningen i algoritmens andra
steg foljer varje kant i T exakt tva ganger. Beteckna
motsvarande vag med p’. Den har vagens totala vikt
ar max 2w.



Losning 6

Allt som aterstdr ar att visa att vagen p inte ar
tyngre/langre an p'. Vagen p har i princip
konstruerats genom att utga fran p’ och byta ut
vissa vagsnuttar vy, v, .., v; (i > 3) mot “genvagar”
vy, v; (eftersom noderna vQ, .., U;_1 redan hade
besokts). Triangelolikheten medfor att de har
genvagarna aldrig ar langre an ursprungsvagsnutten:

—_

i—

d(vy,v;) < d(vy,v9)+d(vg, v;) < . < d(v,0;41)-

.
I
_

Alltsd ar p max lika lang som p'.



Losning 6

Effektivitet:
Antag att grafen har n noder. D3 har den 6(n?)
kanter (eftersom den ar komplett).

Berakning av minsta uppspannande trad med Prims
algoritm tar O(n?) steg (om man valjer ratt variant
av algoritmen, och givet att det tar konstant tid att
jamfora tva vikter), och djupet forst-sdkningen tar
O(n) steg (eftersom tradet innehaller n — 1 kanter
och vi bara gor konstant mycket extra arbete per
nod och kant). Alltsd ar tidskomplexiteten O(n?),
vilket ar effektivt eftersom grafen inneh3ller 6(n?)
kanter.



