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Mer om grafer:

» Minsta uppspannande trad
(for oriktade grafer).
» Prims algoritm.
» Kruskals algoritm.

» Djupet forst-sokning.



Sammanhangande, acyklisk, oriktad graf.




Uppspannande trad

Trad som ar delgraf och innehaller alla noder.

Minsta uppspannande trad (MST)

Uppspannande trad vars totala (kant)vikt ar <
vikten av alla andra uppspannande trad.



Minsta uppspannande trad

Négra egenskaper:
» Existerar omm grafen ar sammanhangande.
» Lagger man till en kant far man en cyklisk graf
med exakt en cykel.

» Tar man sedan bort en kant fran cykeln
far man ett uppspannande trad.



Prims algoritm (for icketom graf)

Done = new set containing arbitrary node s
ToDo = V \ {s}
T new empty set // MST fér noder i Done.

while ToDo is non-empty do
if no edge connects Done and ToDo then
raise error: graph not connected

(u,v) = cheapest edge connecting Done and ToDo
(u € Done, v € ToDo)

Done = Done U {v}
ToDo = ToDo \ {v}
T =T U {,w}

return T // Bara kanterna.



Prims algoritm

Valdigt lik Dijkstras algoritm.
» Lagger till billigaste nya noden.
» Dijkstra: Minsta avstandet fran startnoden.
» Prim: Minsta avstandet frdan gammal nod.



Prims algoritm

Kan implementera Prims algoritm

pa ungefar samma satt som Dijkstras.
(Glom inte kontrollera om

grafen ar sammanhéngande.)

Tidskomplexitet:
> O(|V[).
» O(|E|log[V])  (om [V] = O(|E])).



Prims algoritm: korrekthet

Algoritmen ger ett uppspannande trad eller,
om grafen ej ar sammanhangande,
ett felmeddelande:

» Invariant: T ar ett uppspannande trad
for noderna i Done.
» Invarianten haller i borjan:
Tradet med noden s och inga kanter
spanner upp { s }.
» Invarianten bevaras:
Lagger alltid till ny nod, aldrig cykel.
(Om felmeddelande: ej sammanhéangande.)

» Nar vi kor return T sa ar Done = V.



Prims algoritm: korrekthet

Algoritmen ger ett MST (om det finns nagot):
» Invariant: T ar ett deltrdd av ndgot MST.

» Invarianten haller i boérjan:
Det tomma tradet ar ett deltrad av alla MST.

» Invarianten bevaras:
Antagande: T ar ett deltrad av ndgot MST.
Visa (for k = (u,v)):
TU{ k} ar ett deltrad av nagot MST.



Prims algoritm: korrekthet

» Antagande: T deltrad av MST M.

» Visa: TU { k } deltrad av nagot MST.

» Klara om k£ € M. Annars finns cykel C
med k€ C och C\{k} C M.

» Betrakta mangden K = C\ (TU{ k }).

» k forbinder Done och ToDo, T gor det inte,

C' ar en cykel =
en kant k' € K forbinder Done och ToDo.

» & ar minst lika dyr som k.
» TU{k} deltrdd av (M\ {k })U{Fk}
(som ar ett MST).



Visa att Dijkstras algoritm ar korrekt.




Vilj hela tiden billigaste kanten
som inte skapar en cykel.



» Hur hittar vi billigaste kanten?
Prioritetsko?

» Hur vet vi om kanten skapar en cykel?



Disjunkt mangd-ADTn

» Representerar partition av andlig mangd.
» new disjoint-set(n):

Skapar { {i}|i€{0,1,...,n—1}}.
» union: Slar ihop tva delmangder.

» find: Ger unik representant for delmangd.
find(i) == find(j) omm
i och j hor till samma delmangd.



Disjunkt mangd-datastruktur

En implementation (se boken):
» new disjoint-set(n): O(n).
» union: Nastan konstant amorterad tid.
» find: Nastan konstant amorterad tid.



Kruskals algoritm

if |V| <= 1 then return empty set

Partition = new disjoint-set(|V])

Edges = new priority queue containing E,
prioritised by edge weight
T = new empty set

while Edges is non-empty do
(u,v) = Edges.delete-min()

if Partition.find(u) !'= Partition.find(v) then
Partition.union(u,v)
T=TU/{(,Ww}
if |T| == |V| - 1 then return T

raise error: graph not connected



Kruskals algoritm

if |V| <= 1 then return empty set

Partition = new disjoint-set(|V]) O(|v])
Edges = new priority queue containing E, O(|E|)
prioritised by edge weight
T = new empty set
while Edges is non-empty do O(|E|) ggr
(u,v) = Edges.delete-min() O(log |V|)
if Partition.find(u) != Partition.find(v) then

Partition.union(u,v)
T=TU{(@,v}
if |T| == |V| - 1 then return T

raise error: graph not connected



En tillampning: klusteranalys.


http://wwwnc.cdc.gov/eid/article/16/4/09-1361-f1.htm

Djupet forst-
sokning



Djupet forst-sokning (DFS)

» Metod for att ga igenom alla noder och kanter.
» Har tidigare sett bredden forst-sokning.
» Fungerar for oriktade och riktade grafer.



Djupet forst-sokning: mall

visited = new array with indices {0,..,|V|-1}
and all elements equal to false

// Startar/startar om sékning.
for v € {0,..,|V|-1} do
if not visited[v] then
dfs(v)

// Utfér sokning.
dfs(v) {
visited[v] = true

for w € {w | (v, w) € E} do
if not visited[w] then
dfs(w)



Djupet forst-sokning: mall

visited = new array with indices {0,..,|V[-1} O(|V|)
and all elements equal to false

// Startar/startar om sékning.

for v € {0,..,|1V|-1} do O(|V]) ggr
if not visited[v] then
dfs(v)

// Utfér sokning.
dfs(v) { O(|v]) ggr
visited[v] = true

for w € {w | (v, w) € E} do O(|E|) ggr
if not visited[w] then
dfs(w)



Tidskomplexitet: O(|V'| 4 |E|) (linjar).



Ovning

Konstruera en linjar algoritm som avgor om
en oriktad graf ar sammanhangande.
Ovning

Konstruera en linjar algoritm som avgor om
en oriktad graf ar cyklisk.

Ovning

Konstruera en linjar algoritm for
topologisk sortering av riktade acykliska grafer.

Anvand djupet forst-sokning.



Sammanhangande?

Testa om DFS fran godtycklig nod
besoker alla noder (utan omstart).

visited = new array with indices {0,..,|V[-1}
and all elements equal to false
dfs(0)
for v € {1,..,1V|-1} do
if not visited[v] then return false
return true

dfs(v) {
visited[v] = true
for w € {w | (v, w) € E} do
if not visited[w] then
dfs(w)



Cyklisk?

Testa om DFS traffar pa redan besokt nod.

visited = new array with indices {0,..,|V[-1}
and all elements equal to false
cyclic = false

for v € {0,..,|V]|-1} do
if not visited[v] then
dfs(-1, v)
return cyclic

dfs(parent, v) {
visited[v] = true
for w € {w | (v, w) € E} \ {parent} do
if not visited[w]
then dfs(v, w)
else cyclic = true



Topologisk sortering (for acyklisk graf)

Pusha noderna pa stack i postordning.

visited = new array with indices {0,..,|V[-1}
and all elements equal to false
nodes = new empty stack

for v € {0,..,|V]|-1} do
if not visited[v] then
dfs(v)
return nodes

dfs(v) {
visited[v] = true
for w € {w | (v, w) € E} do
if not visited[w] then
dfs(w)
nodes.push(v)
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Starkt sammanhangande komponenter

For riktade grafer:
» Starkt sammanhangande graf:
Om wu,v € V sa finns det en vag fran u till v
(och vice versa).
» Starkt sammanhangande komponent (SCC):
Maximal starkt sammanhangande delgraf.

» Om varje SCC byts ut mot en ny nod
(en per SCC) far vi en "multi-DAG".



Starkt sammanhangande komponenter

Exempel:
» Noder: Funktioner.
» Kanter: Anrop fran en funktion till en annan.
» Funktioner i en SCC ar omsesidigt rekursiva.



SCC-algoritm

Kan vi hitta alla SCCer?

» Kan hitta alla noder i "l6v-SCC"” genom
DFS (utan omstart) frdn nidgon av dem.

» Kan sedan ta bort (ignorera) 16v-SCCn och
fortsatta med annan l6v-SCC.

» Men hur hittar man [6v-SCCer?



SCC-algoritm

Utfor DFS, lagg noder pa stack i postordning.

» Oversta noden (om négon)
maste hora till en "rot-SCC".

» Tar man bort alla noder som hor till den SCCn
sa hor 6versta noden (om nagon)
aterigen till en rot-SCC.

» Och sa vidare...

For l1ov-SCC:
Utfor DFS bakldnges (pa reverserad graf).



SCC-algoritm

1.

2.

Utfér DFS baklanges,

pusha noder i postordning.
Utfér DFS framlanges,

borja hela tiden med

oversta obesokta stacknoden.
Varje sokning ger en SCC.



visited = new array with indices {0,..,|V[-1}
stack = new empty stack containing node indices
sccs new empty list containing sccs

(lists of node indices)

// Forsta djupet foérst-sokningen.
for v € {0,..,|V|-1} do visited[v] = false
for v € {0,..,1V|-1} do if not visited[v] then dfs,(v)

// Andra djupet forst-soékningen.
for v € {0,..,|V|-1} do visited[v] = false
while stack is non-empty do
v = stack.pop()
if not visited[v] then
scc = new empty list of nodes
sccs.add-last(scc)
dfs,(scc, v)

return sccs



dfs, (v) {
visited[v] = true

// Baklénges!
for w € {w | (w, v) € E} do
if not visited[w] then
dfs, (w)

stack.push(v)
}



dfs, (scc, v) {
visited[v] = true

scc.add-last (v)
for w € {w | (v, w) € E} do

if not visited[w] then
dfs,(scc, w)



» Tidskomplexitet: O(|V| + | E]).
» Notera att komponentlistan ar
omvant topologiskt sorterad.



» Minsta uppspannande trad.
» Djupet forst-sokning.

Nasta vecka:
» Soktrad.



