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1  Översikt

Dethärpapprethandlaromhurkoordinaternaförettobjektientredimensionellvärldöversättstill
koordinaterietttvådimensionelltplan,typisktendatorskärm.Merapåtagligtgällerdetatt
bestämmavilkenbildpunktsommotsvararentredimensionellpunkt.Vianvändergrundläggande
linjäralgebra,vilketintehindrarattdetkankännastungt.Tröstadigmedattgrafikprocessornfår
jobba med sådant här för v arje punkt som du anger!

Många koordinatsystem är inblandade. Schematiskt:

Världskoordinatsystemet(worldcoordinatesystem)ärdetsystemivilketobjektenbefinnersig.
Observatörenbetraktarobjektenfrånenvisspunkt(ögatsposition)ochmedenvisssynriktningoch
införhärvidettnyttkoordinatsystem,vykoordinatsystemet(viewingcoordinatesystem)eller
ögonkoordinatsystemetmedz-axelnisynriktningenochmedorigovidögat.Vidperspektivpro-
jektiontänkermansigettprojektionsplanpåavståndetDframförögat.Förenkelhetsskulltänker
viosstillsvidareattallaobjektenliggerframfördetplanet.Vykordinatsystemetärivissasystemett
vänstersystem(medpositivaz-axelnisynriktningen),iandraetthögerkoordinatsystem(medposi-
tivaz-axelniandrariktningen).IOpenGLharvietthögerkoordinatsystem,dvsvykoordinatsyste-
metsz-axelärmotriktadsynriktningen.Vitittaralltsåinegativz-led.Viförutsättergenomgåendei
fortsättningen att det är så.

Modellkoordinatsystemetärdetsystemivilketvitillverkarmodellerförobjekten.Texengrund-
modellföretthussomsedanskalasochroterasinnandetmedtranslationplacerasivärlden.Ienk-
lare fall kan vi bortse från detta system.

Vibetecknarvärldskoordinateriblandmedindexw(somiworld),vykordinatermedindexvoch
projektionskoordinater med index p.

Övergångenfrånmodellkordinatsystemtillvärldskoordinatsystemgörspåettuppenbartsättmedde
grundläggande transformationerna skalning, translation och rotation och berörs inte vidare här .

Iett3D-systembehöverviinteallstänkapådetaljernaitransformationerna.Detärsjälvklartsom
det skall vara. Men det är olyckligt pedagogiskt sett, eftersom man bör ha mer än ett hum om dem.
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2Byteavkoordinatsystem,specielltfrånvärldskoordinatsystemettill
vykoordinatsystemet

Vihartvårätvinkligakoordinatsystem,xyz-systemetrespektivex'y'z'-systemet.Skalningentänkes
varadensammaibägge.EnpunktP=(x,y,z)*(jagskriver*ibetydelsentransponatiblandförattfå
kolumnvektorerpålitetutrymme)harkoordinatergivnaidetförstasystemet.Vivillharedapå
koordinaterna(x',y',z')*förPidetandra.Idenvanligastedatorgrafiskatillämpningenärvärldskoor-
dinatsystemetdetförstaochvykoordinatsystemetdetandra.Följandefigurillustrerari2Ddetpro-
blem som här formulerats för 3D.

Figur 1: Övergång från ett koordinatsystem till ett annat.

Det finns flera sätt att ta fram öv ergången.

1.Böckerna

Deflestaläroböckeridatorgrafikförettresonemangsomgårutpåupprepaderotationer.Omständ-
ligt formelmässigt, men inte tankemässigt. Vi tar oss fram på något av följande två andra sätt.

2.Så här kan vi göra  i stället

Låtei oche'i vara enhetsvektorerna längs axlarna, dvs v ektorer med längden 1 och låt
P0=[x0,y0,z0]*varadetnyakoordinatsystemetsorigouttrycktidetursprungliga.Viförutsätteratt
de nya enhetsvektorerna är kända i xyz-systemet, t e x

e'i = [ai, bi, ci]T , i=1,2,3.

För de ursprungliga gäller ju

e1 = [1,0,0]* osv.

UppfattapunkternaPochP0somvektorer.Nuärjukoordinaternaix'y'z'-systemetprojektionerna
av vektorn

P -P0

x

y

e1

  e2

e’1

e’2

P=(x',y',z')*

P0

P-P0
x'

y'



FRÅN VÄRLD TILL SKÄRM3

på respektive enhetsvektore'i , dvs

x' = (P -P0)•e'1, y' = (P -P0)•e'2, z' = (P -P0)•e'3

där produkterna är skalärprodukter . Annorlunda uttryckt är t ex

x' = (x-x0)a1+ (y-y0)b1+ (z-z0)c1

Vi får därför följande formel

Naturligtvis kan vi här använda s k homogena koordinater för att få det enhetligare skrivsättet

där talen di kan räknas ut (görs i nästa a vsnitt).

3.Ett måhända ännu enklare sätt, som vi använde 1999 och 2000

LåtorigoförvykoordinatsystemetvarapunktenP0=[x0,y0,z0]*ivärldskoordinatsystemet.Låt
enhetsvektorernaförvykoordinatsystemetsaxlarvara[a1,b1,c1]*,[a2,b2,c2]*respektive[a3,b3,
c3]*uttrycktaivärldskoordinater.Dessaharlängden1ochärnaturligtvissinsemellanvinkelräta,
dvs skalärprodukternaei•ejär

Låt oss nu se på en godtycklig punkt betecknad P =[x, y, z]* i världskoordinatsystemet och
P’=[x’, y’, z’]*T i vykoordinatsystemet.

Om vi accepterar resonemanget i punkt 1, så finns det då en 3x3-matris M sådan att

P’ = M(P -P0).

Välj härP så attP -P0 = [ai, bi, ci]*, i = 1,2,3. Då måste
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Eftersom vektorerna [ai, bi, ci]* är ortonormala följer att

Om vi går över till homogena koordinater, dvs t ex

så kan vi skriva

där

3  Hur bestämmer vi enhetsvektorerna för vykoordinatsystemet?

Iförraavsnittetbetecknadevidessaenhetsvektorermede’1,e’2oche’3,eftersomvistuderadeett
allmänt byte mellan koordinatsystem.  Nu använder vi, och.

Enhetsvektorn:Ideflestasystemangesögatspositionochenpunktmotvilkenmantittar.Skill-
nadengerossenvektorsomefternormaliseringblirdensöktavektorn.Ommanvillhaetthöger-
orienterat vykoordinatsystem (vilket är naturligast) skall vektorn vara motsatt tittriktningen.

Enhetsvektorn:Dennavektorskallvaravinkelrätmot.Manbrukarangeenuppåtvektoru,
somibästafallärjustsådan,meniallmänhetinteärdet.Dålåtermanenhetsvektornvaradennor-
maliserade vinkelräta komponenten, dvs normaliserad.

Enhetsvektorn: Bildar vi som den vektoriella produkten.

Ett par nyttiga erinringar:

1.Oma = (a1,a2,a3) ochb är icke-parallella vektorer och vektorna har längden 1, dvs är
normaliserad, så är vektorn

c =b - (b•a)a
vinkelrät mot vektorna och ligger således i det plan som har a som normalvektor. Skalär-
produktenb•a är a1b1+a2b2+a3b3.
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2.Oma ochb är icke-parallella vektorer, så är vektorn (den vektoriella produkten ava ochb)
c =a xb

vinkelrät mot bådea ochb. Vektornc är riktad som när man vrider en höger gängad skruv
(kortaste vägen) fråna tillb. Den vektoriella produkten kan i ett högersystem beräknas som
"determinanten" (ei) är enhetsvektorerna

I ett vänstersystem får man sätta minusteck en framför högerledet.

4  Projektion

Huvuduppgiftenärattövergåfrånvykoordinatsystemettillenplanyta.Dettagörsgenomattman
låterpunkternaivykoordinatsystemetprojiceraspåettplanparallelltmedxvyv-planetochpå
avståndetDframförorigo(observatörensöga).Vidparallellprojektion(ortografiskprojektion)
görsenrenprojektionpåxvyv-planet(dvsxp=xv,yp=yv).Vidperspektivprojektionskerprojektio-
nenlängsenlinjemellanpunktenochorigo(ögat).Idatorgrafiksammanhangvillmanfortfarande
oftasthatillgångtillfulldjupinformationochmanlåterisådanafallprojektionskoordinatsystemet
ha en z-komponent. Observatörens position är origo i vykoordinatsystemet.

Figur 2: Perspekti vprojektion.

Med hjälp av bilden ovan finner man lätt att:

xp = -xvD/zv
yp = -yvD/zv
zp = -D(Ingen bevarad djupinformation!)

Minustecknenkommersigavattvitittarinegativsynriktning.Omviövergårtillhomogenakoordi-
nater,kanviskrivaövergångenpåmatrisform.Sättw=-zv(>0),varigenom(tredjeradenärbaraen
omskrivning av zp=-D och fjärde raden är just w=-z v)
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Observeraattmatrisenäroberoendeavzv,dvssammamatriskananvändasförallapunkter.Föratt
fåframdeverkligaprojektionskoordinaternamåsteviemellertiddivideramedw,dvsdenfjärde
komponentenidenframräknadevektorn.Vårtmålnuäratthittaettuttryckförzpsombevarardjup-
informationenochsomdessutomgörattövergångenmellanvykoordinaterochprojektionskoordi-
naterkanskrivaspåformenovan(medenannankonstantmatris).Isåfalluppnårvitvåviktiga
saker:

1.Hela transformationen från modellk oordinater till projektionskoordinater kan beskri vas
med en enda konstant matris.

2.Transformationen avbildar linjer på linjer och plan på plan. Detta är en k onsekvens av
punkt 1, vilket vi dock inte lägger ned möda på att visa. Detta är ett naturligt önsk emål
och är något som utnyttjas i många algoritmer. Däremot är det som vi kommer att visa
senare inte självklart uppfyllt.

Ett naturligt val - som bevarar djupinformation - vore
zp = -zv(PRELIMINÄR!)

men då går det inte att skri va projektionen på matris-vektor-form (med en konstant matris)!

Iallariktigagrafiksystemgörmanennormaliseringsominnebärattmansertillatt-1≤xp,yp≤1
och-1≤zp≤1(OpenGL)eller0≤zp≤1(DirectX).Fördettakrävsattmanbegränsarsynfångettill
en s k avhuggen synpyramid:

IOpenGL:sgluPerspectiveangervisynvinkelnΘiy-ledochensynkvot(medvilkensynvinkelni
x-ledkanräknasut)samtavståndenN(near))ochF(far)tilldebådaklipp-planen.FigurensAkan
naturligtvisberäknasfrånΘ:A=tan(Θ/2).Viantarförenkelhetsskullattsynkvotenär1såattsyn-
vinkelnochdärmedAärsammaix-led.Denavhuggnasynpyramidenkommerattavbildaspåden
önskade kuben.

Vikanlåtatexdethitreklipp-planetutgöraprojektionsplan,dvsD=N.Förattfåypi[-1,1]behöver
vibaradivideradettidigarevärdetmedhalvahöjdenpådetnärmstaklipp-planet,dvsAN.Vifårdå

och på samma sätt

För z skulle vi kunna göra den linjära transformationen
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somöverförzv=-Nochzv=-Fizp=-1respzp=1,menprecissomförzp=-zvgårdetinteattskriva
transformationen på matris-form.

Iställetgörvidenolinjäratransformationen(formenkanmotiveraspåolikasätt;ettpragmatiskt
sätt är att vi vill ha di vision med zv precis som för xv och yv)

Denförstatermenimellanledettransformerarz=-Ntill0ochz=-Ftill2ochsubtraktionenmed1
ser sedan till att intervallet i stället blir [-1,1].

Med w=-zv som förut kan vi skri va

dvsnuklararviossmedenkonstantmatris.Ochprecissomförutmåstevigöraendivisionper
punktförattfåframdeverkligakoordinaterna.Viutgickovanfrånatthitreklipp-planetvarprojek-
tionsplanet.Isjälvaverkethardetdockingensomhelstbetydelseförformelnovan.Imångaläro-
böcker behandlar man allmännare synsituationer , vilket bara leder till en litet annorlunda matris.

Enlinje(ettplan)ivykoordinatsystemetblirintesäkertenlinje(plan)idetpreliminära(detmed
zp=-zv)projektionskoordinatsystemet.Däremotfortsätterdenattvaraenlinje(plan)idetnormali-
seradesystemet(vivisardetinte).Dettaärenfördeleftersomvivillgöraenmassalinjärasakeri
detnormaliseradesystemet,texinterpolera.Enannanfördelmeddetnormaliseradesystemetäratt
klippningskermotplansomärparallellamedkoordinatplanen(iOpenGLskerklippningenföre
divisionen med w, dvs precis före normaliseringen, men formelmässigt blir det nästan samma sak).

Vikannukommahelavägenfrånmodellkoordinatsystemettilldetnormaliseradesystemetmeden
konstantmatrisgenomattbarapåslutetdivideraengångperpunkt.Denslutligaavbildningentill
fönster/skärm-koordinater är trivialt linjär (se avsnitt 6).

Övning: Hur ser matrisen vid parallellprojektion med liknande normalisering ut?

5  OpenGL

NaturligtvisbörvibelysateorinovangenomattsepåhurdetverkligenäriOpenGL.Viutnyttjar
rutinenvoidCheckMatrix(GLenumM)(frånavsnitt8iOpenGL-häftet)somtarenparameter
somärantingenGL_MODELVIEW_MATRIXellerGL_PROJECTION_MATRIXochskriverut
motsvarande matris, dvs modell-vy-matrisen resp projektionsmatrisen, rad för rad.
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Jagsertillattfönstretärkvadratisktfrånbörjanochlåterdetsåförbli(dvsdenomständligtskrivna
synkvoteniprocedurennedanär1,vilketvijuförenkelhetsskullförutsattevidframtagningenav
matriserna). Omskalningsproceduren ser ut så här:

void myReshape(int width, int height)
{
    ...
    glMatrixMode(GL_PROJECTION);
    glLoadIdentity();
    gluPerspective(120.0,((GLfloat)width)/((GLfloat)height),1.0,9.0);
    glMatrixMode(GL_MODELVIEW);
    glLoadIdentity();
    gluLookAt(0.0,0.0,1.0, 0.0,0.0,-3.0, 0.0,1.0,0.0);
}

Och omritningsproceduren

void display(void)
{
    glClearColor(1.0,1.0,1.0,1.0);
    glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
    CheckMatrix(GL_MODELVIEW_MATRIX);
    CheckMatrix(GL_PROJECTION_MATRIX);
    RitaNgt();
    glPushMatrix();
       glRotatef(45.0,0.0,0.0,1.0);
       CheckMatrix(GL_MODELVIEW_MATRIX);
       CheckMatrix(GL_PROJECTION_MATRIX);
       RitaNgt();
    glPopMatrix();
    glFlush();
}

Iomritningsprocedurenskriverviförstutmodell-vy-ochprojektionsmatriserna.Därefterritarvi
något (godtyckligt vad, så ritproceduren finns inte med).

Utskrift av modell-vy-matris
 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000

 0.000000 1.000000 0.000000 0.000000

 0.000000 0.000000 1.000000 -1.000000

 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

Utskrift av projektionsmatris
 0.577350 0.000000 0.000000 0.000000

 0.000000 0.577350 0.000000 0.000000

 0.000000 0.000000 -1.250000 -2.250000

 0.000000 0.000000 -1.000000 0.000000

Modellvy-matrisenskallförstvarasådanattx-ochy-värdenainteförändrasmedanzv=zw-1
(vykoordinatsystemets origo ligger ju i z w = 1). Detta ger den först utskri vna matrisen.

Låtossävenverifieradenutskrivnaprojektionsmatrisen.ViharN=1,F=9ochA=tan60o.Somger
1/A=0.5774och-(F+N)/(F-N)=-10/8=-1.25och-2NF/(F-N)=-18/8=-2.25.Praktikochteori
stämmer alltså när det gäller projektionsmatrisen.
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Sedansägerviattalltsomskallritasskallroteras45graderruntz-axeln(ivärldskoordinatsyste-
met).Viskriveråterigenutmodell-vy-ochprojektionsmatriserna.Projektionsmatrisenbliriden-
tiska, eftersom perspekti vet inte ändras, varför vi nu bara tar med den första utskriften.

Utskrift av modellvy-matris
 0.707107 -0.707107 0.000000 0.000000

 0.707107 0.707107 0.000000 0.000000

 0.000000 0.000000 1.000000 -1.000000

 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

Viharjugjortenrotationmed45gradermotsolskringz-axeln,vilketbarapåverkarxochy.Där-
med är även den andra modellvymatrisen som den skall v ara enligt teorin.

6  Från reella 2D-koordinater till heltaliga

Viharnutransformeratallasynligapunktertillatthamnaienenhetskubiprojektionskoordinatsys-
temet.Återståratttransformeradessavärden(xp,yp,zp)tillheltaligaskärmkoordinater(fönsterkoor-
dinatervorekanskenumeraettbättrenamn).Punktermedolikazpmensamma(xp,yp)hamnari
samma bildpunkt.

Och vi inser omedelbart att transformationerna

därfunktionentrunctänkeshuggaavtillnärmstalägreheltal,uträttardetvivill.Varjebildpunkt
motsvarar en liten kvadrat i (xp,yp)-planet. Se nästa avsnitt för kodning i C.

xp

yp

xp=-1                                                   x p=1

yp=1

yp=-1

(0,0)

WIDTH

H
E
I
G
H
T

coltrunc0.5WIDTH1xp + () () =

rowHEIGHTtrunc0.5HEIGHT1yp + () () – =
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7  Ett eget 3D-system

Detärlättattmedutgångspunktfrånvåratransformationsmatrisergöraettlitet3D-systemovanpå
ett befintligt 2D-system. Låt oss utgå ifrån att vi har ett kv adratiskt fönster med en gi ven storlek
#define windowwidth 200
#define windowheight 200
där bildpunkterna numreras med ett heltalsk oordinatsystem och att vi har en färdig rutin
DrawLine(int x0,int y0,int x1,int y1)
som drar ett streck från bildpunkten (x0,y0) till (x1,y1).

Låt datatypenPoint3D beskriva en punkt i 3D, t ex
typedef struct { double x, y, z; } Point3D;
Vi behöver nu tillverka väsentligen 2 procedurer:
void DrawLine3D(Point3D p0, Point3D p1)
void Camera(Point3D eye, Point3D at, double A, double N, double F)
därA,NochFärsomiavsnittetomprojektion.Denförstaritarettstrecki3D.Denandraplacerar
kameranetc.Vitänkerossförenkelhetsskullattkameranskvadratiskasynfältskallavbildaspå
fönstret. Vi behöver också en global variabel (matris)
doubleT[4][4]sominnehållerdenmatrissomtransformerarfrånvärldskoordinatertillnor-
maliserade projektionskoordinater.

För att rita ett koordinatsystem sett från (2,2,2) i världsk oordinatsystemet behöver vi bara anropa

Camera(makePoint3D(2.0,2.0,2.0), makePoint3D(0.0,0.0,0.0),
makePoint3D(0.0,1.0,0.0), 1,1,10);

DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(1,0,0));
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(0,1,0));
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(0,0,1));

därmakePoint3DärenfunktionsomreturnerarettvärdeavtypenPoint3Dmotsvarandedetrepara-
metrarna.Idetföljandekrånglarviintetilldetutanskriver"rakt-på-kod"utanatttänkapåeffektivi-
tetellergeneralitet.ProcedurenCamerabyggeruppmatrisenT.Deanvändafunktionerna
Normalize ochVectorProduct normaliserar en vektor respektive bildar en vektoriell produkt:

void Camera(Point3D eye, Point3D at, double A, double N, double F) {
Point3D e1, e2, e3;
double e3_dot_up;
double V[4][4], M[4][4];
// Beräkna enhetsvektorn för vykoordinatsystemets z-axel
e3.x = eye.x - at.x; e3.y = eye.y - at.y; e3.z = eye.z - at.z;
e3 = Normalize(e3);
e3_dot_up = e3.x*up.x+e3.y*up.y+e3.z*up.z;
// Beräkna enhetsvektorn för vykoordinatsystemets y-axel
e2.x = up.x - e3_dot_up*e3.x;  e2.y = up.y - e3_dot_up*e3.y;
e2.z = up.z - e3_dot_up*e3.z; e2 = Normalize(e2);
// Beräkna enhetsvektorn för vykoordinatsystemets x-axel
e1 = VectorProduct(e2,e3);
// Nu kan vi omedelbart beräkna matrisen M (M-tilde) som beskriver
// övergången från världskoordinater till vykoordinater och sedan
// matrisen V som beskriver övergången från vykoordinater till
// perspektivkoordinater. Slutligen beräknas T = VM.
...

}

ProcedurenDrawLine3D blir som följer och utnyttjar de därpå två följande procedurerna.
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void DrawLine3D(Point3D p0, Point3D p1) {
Point3D p, q; int x0, y0, x1, y1;
toProj(p0,&p); toProj(p1,&q);
toScreen(p,&x0,&y0); toScreen(q,&x1,&y1);
DrawLine(x0,y0,x1,y1);

}

void toScreen(Point3D p, int* x, int* y) {
// -1<p.x,p.y<1 is the relevant portion
*x = (int) (0.5*windowwidth*(p.x + 1)); // (int) hugger av
*y = windowheight - (int) (0.5*windowheight*(p.y + 1));

}

void toProj(Point3D p, Point3D* q) {
double w;
q->x=T[0][0]*p.x+T[0][1]*p.y+T[0][2]*p.z+T[0][3];
q->y=T[1][0]*p.x+T[1][1]*p.y+T[1][2]*p.z+T[1][3];
q->z=T[2][0]*p.x+T[2][1]*p.y+T[2][2]*p.z+T[2][3];
w = T[3][0]*p.x+T[3][1]*p.y+T[3][2]*p.z+T[3][3];
q->x=q->x/w; q->y=q->y/w;  q->z=q->z/w;

}

Meddenhärenklateknikenkanvikommaattritasådantsominteskallsynas.Detendasomskall
synasärjudetsomrymsinomdenavhuggnasynpyramiden,dvskubeninormaliseradeprojektions-
koordinater,dvsvimåsteklippabortalltsomliggernärmreanvändarenändethitreklipp-planet,
dvsplanetzp=-1.Görviintedetkommerdedelarnaattritasuppochner.Klippningavenpunktär
lätt,menbetydligtmerkompliceradförtexlinjer.Vimåstenaturligtvisocksåförhindrazv=0
(annars blir det ju di vision med 0).

Skallvårtsystemävenlösasynlighetsproblemetbehöverviensimuleraddjupbuffertmedåtmins-
tone en punktritningsprocedur .

// Depth-buffer part
double dbuff[windowheight][windowwidth];

void ClearBuffer() {
     int i,j;
     for (i=0;i<windowheight;i++) {
        for (j=0;j<windowwidth;j++) dbuff[i][j]=-30.0;
     }
}

void DrawPoint3D(Point3D p0) {
     Point3D p;
     int x0, y0;
     toProj(p0,&p);
     toScreen(p,&x0,&y0);
     if (p.z>dbuff[x0][y0]) {
         DrawPoint(x0,y0);
         dbuff[x0][y0]=p.z;
     }
}

därDrawPoint, som ritar i fönsterkoordinater, tänkes finnas färdig

12FRÅNVÄRLDTILLSKÄRM

Ochsåhärkanvifortsättaialloändlighettilldessvinåttdetfulländadegrafiksystemet!Grafiksys-
temetsomdetbeskrivitshärfinnsienX-versionXex3D.ci~graf/DEMOS.Kodenärtyvärrinte

struktureradsåattmanlättbytertilltexWindows.Figurenovaninnehållandetrekoordinataxlar
och fyra olikfärgade kubsidor är ritad med det.

8  Transformation av normaler

Vivetnuattmantransformerarpunkterfrånettmodell-ellervärldskoordinatsystem(koordinater
(xw,yw,zw))tillettvykoordinatsystemochvidaretillettnormaliseratprojektionskoordinatsystem
(koordinater(xp,yp,zp)medPv=TPwrespektivewPp=TPw,därTärnågon4x4-matris,somkan
ses som sammansatt a v matriser för translation, rotation och skalning.

Hurärdetdåmednormaler.Behövervibryoss?Egentligeninte,menomvivillvetahurOpenGL
bärsigåtärfråganbefogad.Detfinnsdessutomen-enligtminmening-smarttillämpningavsådan
kunskapisambandmedsynpyramidgallring("ritabarasådanaföremålsomberörsynpyramiden"),
vilken jag tycker förtjänar ett eget avsnitt 9.

BetraktasominledningplanetPLANifigurennedanmedtillhörandenormalN.Låtossgöraen
olikformigskalning,sombeståriattallay-koordinaterhalverasmedanx-koordinaternabevaras.Då
övergår planet i det streckade n ya planet. Transformationen kan beskri vas med matrisen.

T10

00.5
=

Normal N till planet PLAN

Falsk normal till nya planet

Nya planet

Det givna planet PLAN

Äkta normal till nya planet
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Detliggermöjligennäratillhandsatttroattnormalentilldetnyaplanetfåsgenomattlåtersamma
transformationverkapåN,menresultatetblirdåiställetdenvektorsomifigurenkallas"falsknor-
mal".DäremotserviattenäktanormalärT-1N(ifigurenärdennågotkortare),vilketvisarsigvara
nästan sant även allmänt.

DetallmännaresultatetärattomwP’=TP,såärN’=(T-1)*N,där*betydertransponat(somju
innebärattmatriselementetaijbyterplatsmedaji).Härärallamatriser4x4ochallavektorer4x1,
vilket innebär attN har en fjärde komponent, vars värde strax anges.

Vianvänderifortsättningendetbekvämareskrivsättet(a,b)förskalärproduktena•bmellantvå
vektorera ochb (3-dimensionella eller 4-dimensionella), dvs

där n = 3 eller n = 4. Vi kommer att utnyttja att om A är en matris, så är (Aa,b) = (a,A*b) och
(A*)-1 = (A-1)*.

Låtossförstsepåfalletattingahomogenakoordinaterbehövs,dvsattingatranslationerärinblan-
dade.Dåharvektorernatrekomponenterochmatrisernaär3x3.Viutgårfrånettplanmedkänd
normalN,somalltsåärvinkelrätmotplanet.AllapunkterPtransformerasenligtTP.OmP0ochP
ärpunkterpåplanetgälleralltså(N,P-P0)=0.Dettaäringetannatänplanetsekvation.Jaghävdarnu
attN’ = (T*)-1N = (T-1)*N är en normal till det transformerade planet. Detta följer a v att
(N’,T(P-P0)) = (T*N’,P-P0) = (T*(T*)-1N,P-P0) = (N,P-P0) = 0

Slutligentittarvipådetallmännafalletmedhomogenakoordinater,somjubehövsförattklarahela
transformationskedjan. Vi har

NormalenNskallnuhafyrakomponenter.Vivillhaenmotsvarighettill(N,P-P0)=0idettidigare
fallet. Om planets ekvation är Ax + By +Cz +D = 0, vet vi att (A,B,C)* är en normal och sätter

Dåär(N,P)=0förpunkterPpåplanetochmedsammatypavresonemangsomtidigarefårmanatt
det transformerade planet har parametrarna

ab, ()aibi
i1 =

n

∑ =

w

x'

y'

z'

1

wP'TPT
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y

z

1

===

N

A

B

C

D

=

A'
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N'T
*

()
1–

NT
*

()
1–

A

B

C

D

===

14FRÅNVÄRLDTILLSKÄRM

Detta kan alternati vt uttryckas på formen

Viharalltsådirektasambandintebaramellannormalernautanävenmellanplanen.Omedvetethar
vi faktiskt samtidigt visat att ett plan förblir ett plan under de transformationer som är aktuella.

Övning:VisaattompunktenPliggerpåframsidanavplanetdefineratavN(sammasomatt
(N,P)>0), så ligger TP på framsidan av det transformerade planet (T*)-1N och omvänt.

9  Synpyramidgallring

Detärjuonödigtattförsökaritasådantsomintekommerattsynas.Annorlundauttrycktärdetonö-
digtattskickaobjektsomliggerheltutanförsynpyramidentillgrafikprocessorn.Denstorafrågan
somintekommerattbesvarashärärvilketsomgårfortast:testellerritande.Menlåtossiallafallse
hur detta kan gå till (jag påstår inte att sättet här är det praktiskt bästa).

Låtossförsttänkaossattobjektenärkändaivärldskoordinatsystemet.Detärintesärskiltsvårtatt
givetpositionenförbetraktaren,betraktningsrikningochsynvinklarräknautekvationerfördesex
begränsande planen i synp yramiden (inklusive hitre och bortre klipp-plan).

Omobjektetärensfärmedvissradieochmedmittpunktenienvissposition,ärdetsedanbaraatt
räknautavståndetmellanmittpunktenochettavplanen.Ompunktenliggerpåutsidanochavstån-
detärstörreänradien,liggersfärenisinhelhetutanförjustdettaplan.Processenupprepasför
övrigaplan.AvståndetmellanenpunktP=(x,y,z)ochplanet(A,B,C,D)gesavF(x,y,z)=Ax+By
+Cz +D om A2 + B2 + C2 = 1, dvs om den riktiga normalen är normaliserad.

Omobjektetiställetärenallmänkonvexpolyeder,kanvikontrollerahörnefterhörngenomatt
stoppa in i planens ekvationer. Eller också använder vi en omskri ven sfär.

Menviarbetarnormaltintemedkoordinaterivärldskoordinatsystemetnärdetgällerdegrafiska
objektenutanimodellkoordinatsystemet.Visstskullevikunnaräknautvärldskoordinater,mendet
ärjuettarbetesomvigärnaöverlåterpågrafikprocessorn.Iställetkanvigöradeolikatesteni
modellkoordinatsystemetomviuttryckersynpyramidensplanidet.Verkarlikaillaeftersomiså
falldeninverterademodelltransformationenförefallerattbehövaanvändas.Ochdåkanvijulika
vältastegetfulltutochutgåfrånsynpyramideniprojektionskoordinatsystemet.Enstrålandeidé.I
projektionskoordinatsystemetkännervijudebegränsandeplanen(jfrfigsid6).Transformations-
matrisenT=Proj*M(frånmodellkoordinatertillprojektionskoordinater)kanviberäknagenomatt

A

B

C

D

T
*

A'

B'

C'

D'

=
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läsaavdelsprojektionsmatrisenProj,delsmodell-vy-matrisenMpådetsättsombeskrivsiavsnitt
8iOpenGL-häftet(användesäveniavsnitt5här).Därefterkanviberäknaplanenimodellkoordi-
natsystemet eller världskoordinater (om vi inte har någon modelltransformation) med

Dethitreklipp-planetharekvationen-z-1=0(medutåtriktadnormal),dvs(A,B,C,D)=(0,0,-1,-
1).DettatillsammansmedsambandetmellanNochN’gerkolumnenförHitreitabellennedan.
Övriga kolumner fås på motsvarande sätt.

10  Rastrering

Detta avsnitt blir aktuellt först när vi tittar på texturer.

Detsomärenlinjeivårvärldfortsätterattvaraenlinjepåvårskärm(elleriskärm+djup).Detinne-
bärattvibarabehövertransformeraändpunkternaochsedankangenereralinjenpåskärmen.Mot-
svarandegällertrianglarochpolygoner.Mensägattviharnågotsomvarierarlinjärtutmedenlinje
elleröverentriangelidenverkligavärlden,texdjup,färgellerentextur(precisareentexturkoord-
inat).Somframgåravexempleträckerdetinteattlinjärinterpoleratexturkoordinateromvivillha

perspektivistisktkorrekttexturering(bildenärkorrekt),eftersomobjektskall"krympa"näravstån-
det till betraktaren ökar . Vi skall här reda ut hur vi (eller grafikkretsen) måste gå tillväg a.

HitreBortreUndreÖvreVänsterHöger

N’
i projek-
tionskoor-
dinater

N
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ter
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ViharenlinjemedändpunkternaP0=(x0,y0,v0)*ochP1=(x1,y1,v1)*ivykoordinatsystemetmen
med den tredje axeln i synriktningen (härigenom slipper vi ett tank esteg), dvs vi = -zi > 0.

För en godtycklig punkt (x,y,v) på linjen finns det ett tal 0≤α≤1, sådant att
.

Detta är ju helt enkelt en parameterframställning a v linjen.

Påmotsvarandesättgällerförmotsvarandepunkt(x’,y’,D)pådenperspektivprojiceradelinjenatt
det finns ett tal 0≤β≤1, sådant att

.

Detäruppenbartattomα=0såärβ=0ochviceversa.Likaledesärα=1omochendastomβ=1.
Omtransformationhadevaritlinjärhadedetgenomgåendegälltattα=β.(Ppunktpålinjenmed
ändpunkterP0ochP1,dvsP=P0+α(P1-P0),P’=MPgerP’=MP0+α(MP1-MP0)=P’0+α(P’1-P’0)).
Men nu är den inte det. Vi söker ett samband mellanα ochβ.

Bildenärlitetmissledandeeftersomdetkanfinnasenytterligaretransformationer(normalisering
och övergång till skärmkoordinater), men dessa är ju linjära (i x och y; vi skalar ju bara x och y).

Ekvationen (2) säger att

Eftersom (från figuren; likformiga trianglar)

får vi

Om vi här stoppar in uttrycket för y från (1) och räknar på litet, finner man att
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vilketvälocksåbordekunnatasframmedlikformighet.Stopparvisedaninuttrycketförvfrån(1)
blir det

eller om vi så vill

Vi kan slutligen skriva

Vikanhärersättaymedvilkenannanstorhetsomhelstsomvarierarlinjärtlängslinjen.Speciellt
med v i stället för y fås

eller

Formeln (3) kan formuleras som

därtäljareochnämnarevarförsigkanframräknasmedlinjärinterpolationmedβmellanvärdena
vid ändpunkterna.

Vifårtatillsådanahärformlertexnärvivillhaperspektivistisktkorrekttexturering.Tagtexföl-
jande situation med en kvadrat

β
αv1

v0αv1v0 – () +
------------------------------------ =

α
βv0

v1βv0v1 – () +
------------------------------------ =

3()yy0αy1y0 – () +y0

βv0

v1βv0v1 – () +
------------------------------------y1y0 – () +

y0

v0
-----β

y1

v1
-----

y0

v0
----- – 

 +

1
v0
-----β1

v1
-----1

v0
----- – 

 +
-------------------------------------- ===

v1
1
v0
-----β1

v1
-----1

v0
----- – 

 +
------------------------------------- =

1
v
---1

v0
-----β1

v1
-----1

v0
----- – 

 + =

y
yv⁄
1v⁄
--------- =

.(s,t)

(0,0)                           (1,0)

(0,1)              (1,1)

18FRÅNVÄRLDTILLSKÄRM

Texturkoordinaternaärkändaihörnen.Menvikaninteberäknademiengodtyckligpunktpåskär-
men med vanlig linjär interpolation. Däremot med

sominnebärenflyttalsdivisionpernybildpunktochtexturkoordinat.Flyttalsdivisionerharhittills
alltidvaritextremtdyraiförhållandetillandraoperationer.Etttrickidentidigadatorspelsindustrin
därmanframföralltladetexturerpåvertikalaväggarochhorisontellatakochgolv,varattritaväg-
garnaiformavsuccessi vavertikalastreck,längsvilkajuvärkonstant.Härigenomräckerdetmed
en division per streck eftersom övriga kan ersättas av multiplikationer.

11  Om klippning i 3D

Viskallhärberöranågraprincipiellafrågorkringklippning,dvsförhindrandeavattsådantsominte
skallsynasritas.Vigårinteförnärvarandeinpånågraeffektivitetsresonemangochintehellerpå
algoritmer. I avancerade grafiska system sköts klippningen liksom myck et av en grafisk processor .

Vigörförstklartförossvadsomskallsynasochhurettparparametrarpåverkarvårbild.Figuren
ovanvisarvykoordinatsystemetmedorigodärobservatören(ögat)befinnersig.PåavståndetDfrån
ögatfinnsettprojektionsplan.Föremålenprojiceraspådettaplan,texövergårpunktenPiP'.Våra
tredimensionellaobjektförspådettavisövertilltvådimensionellaavbildningar.Endelavprojek-
tionsplanetavbildassedanpåettaktuelltrifönsterhosendatskärm.Hurstordelavprojektionspla-
net som tas med bestäms enligt tidig are diskussion av vad vi sätter synvinkeln till.

DetäruppenbartattjustörreAär,destomindretersigettföremålavengivenstorlek.Vidareblir
intrycketavettföremålmindreomdetavlägsnasfrånobservatörenelleromprojektionsplanetnär-
mar sig observatören.

Alltsomfinnsutanförenpyramid(somifigurenvisassomentriangel)begränsadavbladesneda
planeny=±Az/D,x=±Az/Dmedz≥0ärosynligteftersomsådanapunkterprojicerasutanförden
valdadelenavprojektionsplanet.Texärheladethögratjockastrecketsynligt,medanbaraden
undre delen av det vänstra är det.
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Fråganärdåvilkaåtgärdersombehövervidtas.Viskallförstseattklippningavobjektsomfinns
bakomobservatörenmåsteske.Vierinrarossformlernaförperspektivprojektionen,dvsövergången
från vykoordinatsystem till perspekti vkoordinatsystem.

xp = xvD/zv, yp = yvD/zv, zp = preliminära eller definiti va

vilkavitagitframmeddetunderförståddaantagandetattzvärstörreän0,vilketnaturligtvisinte
gällerförpunkterbakomobservatören.Geometrisktbetyderdessaformlerdetsomåskådliggörsi
nästafigur.EnpunktPframförögatprojiceraspåprojektionsplanetsP'.EnmotsvarandepunktQ
bakomögatmenmedsamma(xv,yv)hamnarpåprojektionsplanetsQ'ochkandärförefterprojek-
tioneninteskiljasfrånpunktenR:sprojektion.Punkterbakomögatmåstesåledesklippasföreper-
spektivprojektionen.NoteraävenattlinjenPQvidprojektionutanklippningskullebrytasneditvå
segment, vara det ena sträcker sig frånP' till∞ och det andra frånQ' till∞.

Menpunktermellanxy-planetochpyramidenbehöverdeklippas?Matematisktsettbehövsdetinte.
Dehamnarjuutanförgränsernaianvändarkoordinatsystemetochritasdärförintehellerom2D-rit-
ningenfungerarsomdenskall.Meninteallagrafiksystemskötersittjobbkorrekt.TexarbetarX
med16-bitarsheltalnärdetgällerheltalskoordinaterochdärföruppfattastexx=66000
(65536+464) och x=464 som samma tal. Detta är lätt att k ontrollera med t ex

XDrawLine(Xdpy,window,Xgc,100,10,200,10);
XDrawLine(Xdpy,window,Xgc,65536+100,40,65536+200,40);

somgertvåhorisontellalinjerundervarandra,trotsattdenenaliggerheltutanförfönstret.Ytterli-
gareettskäläreffektivitetsmässigt:manvillbliavmedpunktersominteskallvisassåtidigtsom
möjligt i transformationskedjan så att man inte behöv er räkna så mycket på dem.

Nuläggermanoftastinteklippningsplanetvidzv=0,utannågonstansmellandetplanetochprojek-
tionsplanet.Härigenomundvikervideproblemsomsmåzv-värdenskulleställatillmedvidtilläm-
pandet av formlerna ovan (egentligen är det bara en omgi vning till origo som är "farlig").

MenklippningmedD>0introducerarettnyttproblem,somillustrerasinästafigur.Nukanplötsligt
delaravföremålframförobservatörenblisynliga,trotsattdeegentligendöljsavavandraföremål.
NärviifigurenklipperföremålF1motklippningsplanetsåblirövredelenavföremålF2synlig.
Problemetblirnaturligtvismeraaccentueratjulängrebortklippningsplanetplaceras.Detärnågot

zvzvzvzv
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vifårlovattlevamed.Detfinnsfalldärmanlåterklippningsplanetsammanfallamedprojektions-
planet.Dettakanförsvarasmedattmanserparetobservatör/projektionsplanetsomenobservatör
utrustad med en kamera (tubkikare är väl kansk e en bättre analogi).

zzvzv


