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1. Antag att du ska lagra talen i mingden {1,2,3,4,5,6, 7} i ett binédrt soktrad.
Forst ska du anvinda algoritmen for inséttning i bindra soktrad (se t ex
Goodrich och Tamassia 9.1 eller Budd sid 357-365) och sedan ska du anvénda
algoritmen for insittning i AVL-trad (se t ex Goodrich och Tamassia 9.2 och
Budd 14.2). Vilket binért soktrdd eller AVL-trdd man far beror foérstas pa
i vilken ordning man sitter in elementen. Vi ska nu titta pa de bésta och
virsta fallen.

(a) Allménna bindra soktrdd kan bli mycket obalanserade. Varfor vill man
undvika detta och se till att tridets hdjd blir sa liten som mojligt? (2p)
Svar. Virstafallskomplexiteten for de viktigaste operationerna pa binéra
soktrad (sokning, insittning, borttagning) ar O(h) dar b &r tradets hojd.

(b) Vilken &r den minimala héjden hos ett binért soktrdd som innehéller
elementen {1,2,3,4,5,6,7}7 Ange i vilken ordning man kan sétta in ele-
menten sd att du far denna minimala hojd! (Flera ordningar ar mojliga,
det rdcker om du anger en!) Rita ocksa det resulterande tridet! (2p)
Svar. Den minimala hijden dr 2. Om man t ex séitter in elementen i
ordningen 4,2,6,1,3,5,7 far man tridet



()

Vilken ar den maximala h&jden hos ett bindrt soktrdd som innehaller
elementen {1,2,3,4,5,6,7}7 Ange i vilken ordning man kan sétta in ele-
menten sa att du far denna maximala héjd! (Flera ordningar ar méjliga,
det rdcker om du anger en!) Rita ocksa det resulterande tridet! (2p)
Svar. Den maximala héjden dr 6. Om man t ex sétter in elementen i
ordningen 1,2,3,4,5,6,7 far man tridet

Algoritmen for insdttning i AVL-trad ser till att triden alltid &r hojd-
balanserade genom att strukturera om dem nér det behovs. Vilket ar det
maximala antalet omstruktureringar du kan behova gora nar du sétter in
talen {1,2,3,4,5,6,7}? Ange vilken ordning elementen ska komma f6r
att fa detta vérsta fall! Rita en bild pa varje omstrukturering du behéver
goral (3p)

Svar. Om elementen sétts in i ordningen 1,2,3,4,5,6,7 behéver man gora
4 omstruktureringar:

1 2 2 2
\ /\ / \ /\
2 = 1 3 1 3 => 1 4
\ \ / \
3 4 3 5
\
5
2 4 4 4
/ \ / \ / \ / 0\
1 4 = 2 5 2 5 = 2 6
/\ /NN /NN /\ / \
3 5 1 3 6 1 3 6 1 3 5 7
\ \
6 7

Detta dr det maximala antalet. Omstruktureringar behéver uppenbarli-
gen aldrig goras efter insdttning av det forsta och det andra elementet.
Omstrukturering behover inte heller goras efter insittning av det fjarde
elementet eftersom ett treelements AVL-trad alltid &r perfekt balanserat,
dvs vénster och hoger deltrdd har samma hojd.



(e) Vad dr det vdrsta som kan hinda om du sétter in talen {1,2,3,4,5,6,7}

i en skiplista? Med “virsta” menar vi hér vérsta fallet med avseende
pa sokning efter ett visst element i skiplistan. Vad dr den asymptotiska
komplexiteten (uttryckt i O-notation) for virsta fallet hos denna opera-
tion som funktion av antalet element n i den mingd som lagrats i listan?
(Méngden {1,2,3,4,5,6, 7} innehaller alltsd 7 element, &ven om skiplis-
tan lagrar flera kopior av elementen.) Svaren pa ovanstdende fragor kan
bero pa exakt hur man valt att implementera skiplistorna. Diskutera!
(3p)
Svar. Om héjden av skiplistan dr h sa dr komplexiteten hos sokning
O(h + n) i vérsta fallet, eftersom vi behdver gora h drop down och n
scan forward operationer (see G & T sid 365) i vérsta fallet. Ett ex-
empel pa ett sadant varsta fall 4r att vi sdker efter 7 i skiplistan
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Om vi inte begransar antalet nivaer i vara skiplistor, kan A bli godtyckligt
stort 1 forhallande till n. Om vi ddremot begransar antalet nivaer sa att
t ex h & O(logn) (som foreslas i G & T sid 368), sa blir vérsta fallet
O(logn + n) = O(n).



2.

(a) Personerna A, B, C, D, E och F bor tillsammans i ett hus. De vill

koppla samman sina datorer, men vill anvénda sa lite kabel som mgjligt.
Nitverket ska alltsa bilda en sammanhdngande graf, dir summan av alla
bagars vikter dr sa liten som mdjligt. Minimala kabelavstandet mellan
tva datorer ges av foljande grannmatris:

Rita en bild som visar hur A, B, C, D, E och F bor koppla samman sina
datorer! Forklara ocksa hur algoritmen du anvint fungerar genom att
rita bilder som visar hur algoritmen steg for steg konstruerar kabelnétet.
(5p)

Svar. Grannmatrisen ovan representerar en viktad oriktad graf G (vi
kan bortse fran sjilvlooparna med vikt 0). Vi anvénder oss av Prims
algoritm pd G med A som startnod (se 12.7.21 G & T {6r en beskrivning
av algoritmen). Den genererar f6ljande minsta uppspénnande trad:

1(1) 5(4)

Vi har markerat bagarna med v(n) dar v ar vikten och n &r ordningen i
vilken Prims algoritm lagt till bagen till ndtverket. T ex betyder mark-
eringen 5(4) pa bagen mellan C och B att vikten &r 5 och detta var den
fjirde bage algoritmen lade till.



(b)

Man kan anvénda Dijkstras algoritm for att finna kortaste vigen mellan
tva noder i en viktad graf. Antag att alla vikterna (avstanden mellan
tva grannoder) dr 1. Hur kan vi da forenkla Dijkstras algoritm? Vilken
asymptotisk komplexitet har den forenklade algoritmen? Du ska ange O-
komplexitet som en funktion av antalet bagar och antalet noder i grafen.
(5p)

Svar. Om alla vikterna &r 1 kan vi anvinda en ko i stéllet for en prior-
itetsk6 (t ex en heap) for att lagra kandidatnoderna. (I G & T sid 587
heter prioritetskdn @ och lagrar alla noder utanfér “molnet” av fardiga
noder till vilka kortaste vigen redan ar bestdmd.) Dijkstras algoritm
degenererar i detta fall till bredden f6rst s6kning.

Enligt G & T sid 591 har Dijkstras algoritm komplexiteten O((n +
m)logn) dar n &r antalet noder och m &r antalet bagar. Anlednin-
gen ar att vi plockar ut minsta elementet ur prioritetskdn n ganger och
uppdaterar prioritetskén m ganger och varje utplockning och uppdater-
ing har komplexiteten O(logn) om prioritetskén implementeras med en
heap. Om déiremot prioritetskon ersitts med en ké har bade utplockning
och uppdatering komplexiteten O(1). Alltsa forbattrar vi komplexiteten
till O(n + m).

Antag att du inte beh6ver returnera kortaste viigen, utan bara vill veta
lingden hos den kortaste vigen. Hur paverkas da den asymptotiska kom-
plexiteten hos Dijkstras algoritm? (2p)

Svar. Det paverkar inte den asymptotiska komplexiteten. Algoritmen
pasid 5871 G & T returnerar bara lingden hos den kortaste vigen. Om
vi dessutom vill returnera sjalva kortaste vigen (en sekvens av noder t
ex), sa lagrar vi for varje nod forutom preliminéra avstand (D-virdeni G
& T) aven information om foregangarnod langs den preliminért kortaste
vagen. Komplexitetsanalysen for den algoritm som &ven returnerar kor-
taste vagen blir identisk med den som bara returnerar kortaste avstandet:
varje uppdatering och urplockning blir fortfarande O(logn), endast kon-
stanten paverkas av att man maste halla reda pa féregangarnoderna.



3. (a) Skriv en Java-metod

public int fib(int n) { ... }

sa att £ib(n) returnerar det nte fibonaccitalet, dvs resultaten ska upp-
fylla

fib(0) = 0

fib(1) =1

fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)

Din metod ska ha asymptotisk tidskomplexitet O(n) under antagandet
att tiden det tar att utfora en addition ar O(1). (4p)
Svar. Vi skriver en iterativ algoritm:

public int fib(int n) {
int fst = 0;
int snd = 1;
int current = 0;
if (n == 1) {current = 1;};
for (int 1 = 2; i <= n; i++) {
current = fst + snd;

fst = snd;
snd = current;
};

return current;



(b) Lat T'(n) vara antalet primitiva operationer din metod utfér niar den
berdknar fib(n). Vad &r T'(0),7(1) och T(2)? Du ska alltsd rdkna
antalet additioner, antalet tilldelningar, antalet jamforelser, osv! Skriv
ner vilka antaganden du goér om vad som utgdr en primitiv operation
och skriv ner exakt vilka primitiva operationer din fib-metod anvéinder!
(3p)

Svar. Vi riknar féljande primitiva operationer:

e tilldelning (inkl initiering av lokal variabel);
e operationerna ==, <=, 4+, ++;
e returnera vardet av en variabel.

(En mer exakt berdkning kriaver kunskaper om hur Java kompileras, vi
forsoker hir analysera primitiva operationer pa ungefar samma niva som
i351iG & T.)

Med dessa antaganden far vi T'(0) = 7; vi markerar i algoritmen:

public int fib(int n) {
int fst = 0; -
int snd = 1; -
int current = 0; -
if (n == 1) {current 1:;}; -
for (int 1 = 2; i <= n; i++) { --
current = fst + snd;
fst = snd;
snd = current;
};

return current; -— 1

e

}

T(1) = 8. Som ovan fast vi exekverar ocksd {current = 1;3}.
T(2)=13

public int fib(int n) {

int fst = 0; -
int snd = 1; -
int current = 0; -
if (n == 1) {current = 1;}; -
for (int 1 = 2; i <= n; i++) { --
current = fst + snd; -
fst = snd; -
snd = current; -
};

return current; -— 1
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}

(c) Stall sedan upp rekursionsekvationer fér T'(n)! Dvs definiera T'(n) genom
att sdga vad T'(0) &r och hur man kan rékna ut T'(n + 1) om man vet
T'(n). Motivera varfér T'(n) &r O(n)! (3p)

Svar. T(0),7(1), och T(2) angavs i (b). Forn > 2 far vi T(n + 1) =
T(n) + 6. Alltsa blir T'(n) = 6n+ 1 < 7n f6r n > 2. Det foljer att T'(n)
ar O(n).



(d)

Man kan ocksa méta tidskomplexiteten som funktion av langden m av
talet n i binér representation. Exempelvis har talet 3 bindrrepresentationen
11 som har langden 2, och talet 12 har binédrrepresentationen 1100 som
har langden 4. Lat T'(m) vara maximala antalet operationer din algoritm
utfor for att berdkna £fib(n) déir m dr lingden av n i binfrrepresentation.
Ange ldmplig O-komplexitetsklass fér 7"(m)! (2p)

Svar. T'(m) &r O(2") eftersom n dr O(2").

Antagandet att tiden det tar att berdkna en addition dr O(1) forutsitter
att summan verkligen kan lagras som en int utan att man far “overflow”.
Hur gor man om man vill addera godtyckligt stora heltal? Man vet
alltsa inte pa forhand hur manga bindra siffror man behdver. Vilken
O-komplexitet har addition is sa fall? Uppskatta ocksa O-komplexiteten
fér din fib-metod om den anvinder denna metod f6r att addera stora
heltal? (2p)

Svar. Man kan addera godtyckligt stora heltal genom att anvinda den
algoritm som man larde sig i lagstadiet. (Véasentligen samma algoritm
for bindra tal anvands ju i hardvaruadderare, som dock bara klarar tal av
begrénsad storlek.) Tidskomplexiteten hos lagstadiealgoritmen dr O(m)
eller O(logn) dér n & maximum av de tva talen och m &r antalet siffor i
n.

Tidskomplexiteten for fibonaccifunktionen som klarar godtyckligt stora
n blir alltsd O(nlog(fibn)). Eftersom fibn &r O(2") sa &r den alltsa
dven O(n?).



4.

(a) Antag att du ska gora en hashtabell for ett fastighetsregister for Géteborg.

Soknycklarna &r fastighetsbeteckningar som bestar av ett omradesnamn
foljt av ett 2-siffigt och ett 3-siffigt tal, t ex Torp 44:106. Du vet dock
inte vilka omradesnamnen dr, bara att de dr representerade som stringar
med maximalt 12 bokstaver. Vi antar vidare att hashtabellens storlek
ar ett 5-siffrigt primtal. Hitta pa en bra hashfunktion! (4p)

Svar. For att fa en sa bra hashfunktion som mdjligt bér man utnyttja
alla tre komponenterna (omradesnamnet och de tva talen). Om man t
ex bara anvinder de tva talen riskerar man att fa ondédigt manga kol-
lisioner genom att det kan hinda att samma talpar anvinds i manga
olika omraden. Sedan géller det att kombinera dem pa ett lAmpligt sétt.
Forst konverterar vi omradesnamnet till ett heltal ¢ t ex genom att férst
anvinda ASCII vérdena f6r bokstdverna i namnet och sedan anvinda
en polynomisk hashfunktion (se G & T sid 345). Sedan berdknar vi
hashfunktionen

(i, j, k) = (i + 10005 + k) mod N

dar j ar det 2-siffriga talet, k ar det 3-siffriga talet och IV &r hashtabellens
storlek.



(b) Vilka av féljande abstrakta datatyper ar lampliga och vilka &r olampliga

att implementera med hashtabeller:

i. prioritetskoer,

ii. mangder,

iii. multiméngder?
Motivera alla svar!
Anm. Multiméngder (multisets) kallas ocksa pasar (“bags”) och skiljer
sig fran méngder genom att de kan ha flera kopior av samma element.
Multimangden {1, 1,2} skiljer sig alltsa fran pasen {1,2}. Operationerna
pa multimingder motsvarar operationerna pa méngder, t ex union, snitt,
om ett visst element finns i méngden, osv. Skillnaden &r dock att mul-
timdngdsoperationerna maste halla reda pa hur manga forekomster det
finns av ett visst element. (4p)
Svar.

i. Det ar olampligt att implementera prioritetskder med hashtabeller.
For att finna minsta elementet maste man stka genom hela hashta-
bellen.

ii. Det kan ofta vara lampligt att implementera méngder med hashta-
beller. Elementrelationen (€) &r ju ingenting annat en stkning, och
poangen med hashtabeller dr ju bl a att denna operation i prak-
tiken &r O(1). Betrakta vidare tvd méngder som implementerats
med hinkhashning med samma hashfunktion. Vi kan nu imple-
mentera unionen helt enkelt genom att ta unionen av hinkar med
samma index! Denna implementering har komplexiteten O(N), dér
N &r hashtabellens storlek och vi férutsétter att vi har en bra hash-
funktion sa att antalet kollisioner &r litet. Detta dr bra om inte
N ar alltfor stort i forhallande till n, antalet lagrade element. Pa
samma sitt kan snittet berdknas genom att ta snittet av hinkar med
samma index. (Implementeringen av méngder i G & T avsnitt 10.2.1
anvinder ju sorterade sekvenser. Union och snitt kan da beriknas
med “generic merge” och har komplexiteten O(n + n') dir n och n’
ar antalet element i de tva sekvenserna. Vidare &r (binér) sokning
efter ett element i en sorterad sekvens O(logn).)

iii. Man kan implementera multimingder med hjilp av hashtabeller pa
liknande sétt som man kan implementera mangder. Skillnaden &r
att ndr man implementerar mangder lagrar man bara elementen
(s6knycklarna) medan nir man implementerar multiméngder lagrar
man par av element och tal som representerar antalet férekomster
av elementet i fraga. Aven hir blir elementen soknycklar i hashta-
bellen. Anledningen till att det ofta &r ldmpligt att implementera
multiméngder med hashtabeller ar darfér visentligen desamma som
fér méngder, eftersom operationerna kan implementeras pa liknande
satt.



(c) Du har bestamt dig for att anvédnda en hashtabell, men du vill ocksa veta
varstafalls-komplexiteten for s6kning, insittning, och borttagning av el-
ement. Hur beror virstafallskomplexiteten pa antalet lagrade element n
och pa hashtabellens storlek N for

i

ii.

oppen adressering; (Har far du forutsitta att belastningsfaktorn &r
mindre &n 1, dvs att hashtabellen inte &r full).

hashning med hinkar (“hashing in buckets, chained hashing”), dér
hinkarna implementerats med ldnkade listor. (4p)

Svar.

i

ii.

Oppen adressering. Vi antar forst att inga borttagningar har gjorts
sa att hashtabellen inte innehaller nagra “gravstenar”. I sa fall ar
varsta fallet att hashfunktionen givit samma hashkod till alla el-
ement och dérfér placerat alla elementen efter varanda (antag for
enkelhets skull linjir probing). S6kning och borttagning &r da O(n)
(vi maste i vérsta fall leta genom hela sekvensen). Insittning ar
O(n) (vi maste alltid stega oss genom hela sekvensen for att hitta
en ledig plats).

Om &ven gravstenar finns kan vi i vérsta fall behtva leta genom hela
hashtabellen. Alla tre operationerna blir darfér O(N).

Hashning med hinkar, dar hinkarna implementerats med lédnkade
listor. Aven hiir &r virsta fallet att hashfunktionen givit samma
hashkod till alla elementen och vi alltsa bara har en hink (linkad
lista). Komplexiteten dr dérfér densamma som f6r motsvarande op-
erationer pa ldnkade listor, dvs inséttning &r O(1) och sékning och
borttagning dr O(n).



5. Givet tva sorterade vektorer, bada av langd n, konstruera en algoritm (i pseu-
dokod) som returnerar det ldgre medianelementet i den sammanslagna vek-
torn! Om du t ex har vektorerna [1,2,5] och [3,4,6] &r alltsa 3 ”det lagre
medianelementet” och 4 ”det hdgre medianelementet”, eftersom den sam-
manslagna (sorterade) vektorn ar listan [1,2,3,4,5,6]. For att fa full podng
ska din algoritm ha komplexiteten O(logn) och du ska motivera varfor den har
denna komplexitet. Du kan dock fa delpodng for en mindre effektiv algoritm,
om du gor en korrekt komplexitetsanalys. Antalet delpoing beror da pa hur
effektiv din algoritm &r. (10 p)

Svar. Vi anvénder “sondra och hirska” (“divide and conquer”) strategin for
att fa en enkel och effektiv algoritm pa f6ljande sétt.

Kalla de tva vektorerna a = a[0],...,a[n — 1] och b = b[0],...,b[n — 1].
Bafallet n = 1 berdknas genom att vélja det mindre av a[0] och b[0].

Om n > 1 dr udda och m = (n — 1)/2 kan vi berdkna medianelementen am)|
och b[m] i konstant tid. Vi observerar nu att det ldgre medianelementet x for a
och b maste ligga i intervallet ajm] < & < b[m] om a[m] < b[m] och i intervallet
b[m] < z < a[m] om b[m] < a[m]. Om a[m] = b[m] sa dr x = a[m] = b[m].
Det ldgre medianelementet for a och b kan alltsa berdknas genom att jamféra
a[m] och b[m] och

e om a[m] < b[m] berékna det ligre medianelementet for a[m], ..., a[n — 1]
och b[0],...,b[m]. (For att kunna anropa algoritmen rekursivt beh6ver vi
tva lika langa vektorer. Darfor tar vi med det redan eliminerade vérdet
b[m].)

e om b[m] < a[m] berdkna det ligre medianelementet for b[m], ..., b[n — 1]
och al0],...,a[m].

e om a[m]| = b[m] returnera a[m].

Om n &r jimt och | = n/2 — 1 kan vi berékna de ldgre medianelementen a[l]
och b[l] pa konstant tid. H&r observarar vi att a[l] < z < b[l] om a[l] < b[l] och
i intervallet b[l] < z < a[l] om b[l] < a[l]. Om a[l] = b[l] sa &r x = a[l] = b[I].
Det ldgre medianelementet for a och b kan alltsa berdknas genom att jamféra
a[l] och b[l] och

e om a[l] < b[l] berdkna det lagre medianelementet for a[l + 1], ..., a[n — 1]
och b[0],. .., b[].

e om b[l] < a[l] berdkna det ldgre medianelementet for b[l + 1], ...,b[n — 1]
och a[0],...,a[l].

e om a[l] = b[l] returnera all].

Vi visar &ven en implementering av algoritmen i Java. Den skiljer sig pa
nagra punkter fran den principiella skissen ovan. T ex sparar vi kod genom
att utnyttja gemensamma delar hos det udda och det jimna fallet. Vidare ar
algoritmen “in-place”: vi anvinder sirskilda variabler for att markera undre
(a_lo, b_lo) och 6vre (a_hi, b_hi) grins for de delvektorer som algoritmen
arbetar pa vid ett visst tillfalle. Pa sa satt behdver vi inte kopiera elementen
i vektorerna.



int median(int[] a, int[] b)

{
// Vet att ’a.length == b.length’
int a_lo = 0, a_hi = a.length-1;
int b_lo = 0, b_hi = b.length-1;
while (a_lo !'= a_hi){
int a_mid = (a_lo + a_hi) / 2;
int b_mid = (b_lo + b_hi) / 2;
if (ala_mid] <= b[b_mid]){
a_lo = a_mid;
b_hi = b_mid;
if (a_hi-a_lo > b_hi-b_lo) a_lo++; // (hall intervallen lika stora)
}elsed{
a_hi = a_mid;
b_lo = b_mid;
if (b_hi-b_lo > a_hi-a_lo) b_lo++; // (hall intervallen lika stora)
} }
return min(ala_lol, b[b_lol);
}

Algoritmen har komplexiteten O(logn) eftersom exekveringstiden i vérsta fal-

let &r proportionell mot antalet ganger vi behover halvera n for att komma
till 1.



