Tentamen med losningsforslag
Datastrukturer for D2
TDA 131

18 december 2003

Tid: 8.30 - 12.30

Ansvarig: Peter Dybjer, tel 7721035 eller 405836

Max poédng: 60. Vart och ett av de sex problemen ger maximalt 10 p.
Betygsgranser: 3 =30p,4 =40p, 5 =50p

Inga hjalpmedel.

Skriv tydligt och disponera papperet pa ett lampligt sétt.

Borja varje ny uppgift pa nytt blad.

Skriv endast pa en sida av papperet.

Kom ihag: alla svar ska motiveras vil!

Podngavdrag kan ges for on6digt langa, komplicerade eller ostrukturerade I6sningar.

Lycka till!

Kommentar. Nagra allminna rattningsanvisningar.

Motivera alltid kort era poédngavdrag. Jag maste forsta era motiv nir jag
granskar rittningen.

Gor en lista pa era podngsattningsprinciper, sa att ni dr konsekventa och jag
kan kontrollera det. Jag ger vissa anvisningar nedan, men dessa kan forstas inte
tacka allt.

Ge endast hela poéng.

Uppgiftens formulering ska betraktas som “lagtext”, dvs grunden fér poangsattningen
ska vara hur pass korrekt svaret ar pa fragan som den faktiskt formulerats. Man

bor ocksa vara ganska generts med alternativa tolkningar av texten om de &r
rimliga och intelligenta.



e I princip kriver vi alltid motiveringar till svar for att ge poang. Ibland gor
vi dock undantag fran denna princip, se nedan. Motiveringar ska fGérstas vara
korrekta och fullstindiga, men i allménhet riacker det om de ar kortfattade.
Tank ocksa pa att rittningen ska vara anpassad till elevernas niva och krév inte
alltfor hog grad av stringens i svaren.



1. Vilka av foljande pastaenden &ar korrekta och vilka ar felaktiga? Motivera! Svar
utan korrekt motivering ger inga poang.

(a)

Man sparar minne om man lagrar ett binirt trad i ett filt i stillet for som
en lankad struktur.

Svar. Nej. Om vi lagrar det som en linkad struktur &r storleken pa minnet
O(n) medan det & O(2™) i vérsta fall om vi lagrar det i ett filt. Om det
bindra trdadet dr helt obalanserat blir ju tradets hdjd O(n) och storleken
pa faltet vaxer exponentiellt med héjden.

Kommentar. Varje deluppgift (a) - (e) ger 2p. Korrekt svar med kort
korrekt motivering ger full podng. Bara ja eller nej ger inga poang.

Sokning i ett splaytrdd tar O(logn) i virsta fall.

Svar. Nej. Ett splaytrdd kan vara obalanserat. En enstaka sOkning ar
O(n) i varsta fall. Den amorterade komplexiteten &r dock O(logn).
Kommentar. Ge 2 poing aven for svaret “Ja, den amorterade komplex-
iteten dr O(logn)”.

Hashtabeller med 6ppen adressering (“open addressing”) anvander mer
minne &n hashning med hinkar (“hashing in buckets” eller “chaining”).
Svar. Nej. Om de tva hashtabellerna har samma antal celler anvinder
hashning med hinkar mer minne eftersom varje cell maste lagra en lista av
objekt och inte bara ett enstaka objekt.

Kommentar. Eftersom uppgiften inte fastlagger att hashtabellerna ska
ha lika manga celler, bor variationer pa ovanstaende svar accepteras om de
ar korrekta.

Nagon elev hivdar att 6ppen adressering tar mer minne eftersom den ar
mer kiinslig for hog belastningsgrad. Aven om detta #r en riktig och
relevant observation maste ju detta vigas mot det extra uttrymme som
hinkarna tar. For full podng krivs att bada dessa aspekter diskuteras.

Grannmatriser anvander mer minne an grannlistor om man har glesa grafer,
dvs grafer som inte har sa manga bagar.

Svar. Ja. Grannmatrisen har minneskomplexiteten O(n?) medan grannlis-
torna har O(n + m) om grafen har n noder och m bagar. Om grafen &r

gles #r m mycket mindre dn n?.

Om antalet noder i en riktad graf dr n si dr antalet bagar hogst n? om vi
forutsitter att det inte finns nagra parallella bagar. (Dock tillater vi “self
loops” dvs bagar med samma kélla och mal.)

Svar. Ja. Det finns hégst en bage mellan varje par av noder och det finns
n? par av noder.

Kommentar. En del elever undrade om tva bagar med samma dndpunkter
men olika riktning riknas som parallella. Jag svarade “nej”, men jag tycker
att vi dven skulle kunna acceptera korrekta svar som riknar sadana bagar
som parallella ocksa. Det krivs dock ett tydligt och korrekt resonemang
kring svar som grundar sig pa denna tolkning f6ér full poing.



2.

(a) Vad beradknar foljande tva Java-metoder?

()

int £(int[] a){
int s = a[0];
for (int iter = 1; iter < a.length; iter++) {
s = s + a[iter];
}
return s;

}

int g(int[] a, int k){
for (int iter = 0; iter < a.length; iter++) {
if (aliter] == k) {
return iter;
}
}
return -1;

}

Svar. f berdknar summan av elementen i filtet a
g letar efter en nyckel k i a och returnerar minsta index i dar k ligger
lagrad. Om k inte finns i a returneras -1.

Kommentar. 2p. 1p for varje funktion.

Lat T¢(n) och Tg(n) vara tiderna det tar att exekvera £ och g pa ett filt a
med ldngden n i vdrsta fall. Ange lampliga O-komplexitetsklasser for T%(n)
och Tg(n)! For full podng ska komplexitetsklasserna vara optimala, dvs sa
sma som majligt.

Svar. Bade Tt(n) och Ty(n) & O(n) i vérsta fallet. Bada genomlGper en
for-loop n ganger i virsta fallet och varje iteration tar konstant tid.
Kommentar. 4p. 2p for varje funktion. For full podng krivs korrekt
motivering.

Lat T¢(n) och Tg(n) vara exekveringstiderna for £ och g i bista fall.

e Ar T¢(n) = Ti(n)?
Svar. Ja, om a har lingden n sa kommer exekveringen av metoden
att genomlOpa samma instruktioner (och genomlépa for-loopen lika
manga ganger) oberoende av hur a ser ut. Alltsa tar exekveringen lika
lang tid i alla fall.

e Har T¢(n) och T{(n) samma O-komplexitet?
Svar. Ja. Eftersom T (n) = T}(n) har de forstas samma O-komplexitet
ocksa.

o Ar Ty(n) = Tj(n)?
Svar. Nej, de ar olika eftersom man i basta fall hittar nyckeln omedel-
bart och i vérsta fall maste man stka genom hela filtet.

¢ Har Tg(n) och Ty(n) samma O-komplexitet?
Svar. Nej. Ty(n) dr O(1) och T} (n) &r O(n) och alltsa olika.



Kommentar. 4p. 1p for varje delfraga. For podng kravs korrekt mo-
tivering. Eftersom den andra fragan foljer direkt fran den forsta tycker jag
dock att vi ger podng utan motivering om svaret pa den foérsta fragan ar
korrekt. Samma princip for tredje fragan vars svar foljer direkt fran den
fjarde.



3. Betrakta foljande graf:

(a)

2
Vo - Vi
4 10
1 3
3 2
Vs Va Vi
Visa hur man representerar denna graf med hjilp av en grannmatris!

Svar. Se avsnitt 12.2.2 i kursboken

Kommentar. 2p. Har riacker det om de ritar en matris med vikter for
bagarna och nagonting som markerar franvaro av bage.

Aven en grannmatris utan vikter (bara nollor och ettor) accepteras efter-
som uppgiften inte uttryckligen fragar efter representationen av vikter.

Visa hur man representerar denna graf med hjilp av en grannlista!
Svar. Se avsnitt 12.2.3 i kursboken

Kommentar. 3p. Hir kommer vi nog att fa stor variation i svaren. Ett
perfekt svar bor rita ut alla minnesceller och pekare som implementeringen
anvander. Eftersom boken ofta anvinder sirskild notation for abstrakta
listor maste vi dock dven acceptera svar som visar en abstrakt nodlista med
tillh6rande abstrakta listor av bagar, och vi maste nog dven vara liberala
med olika satt att rita dessa.

Dijkstras algoritm kan anvindas for att bestdmma kortaste vagen mellan
tva noder. I figuren ovan dr Vj startnod och V4 malnod. Din uppgift ar att
forklara hur algoritmen fungerar genom att visa steg fér steg hur algoritmen
arbetar pa grafen ovan och hur de kortaste vagarna successivt bestams.
Du ska alltsa rita en f6ljd av grafer som visar vilka mellanresultat som
berdknats efter varje iteration. Som vanligt ska du ocksa ge motiveringar;
det racker inte att bara rita figurer.

Svar. Se avsnitt 12.6.1 i kursboken. Figur 12.15-16 visar en f6ljd av grafer
som illustrerar hur Dijkstras algoritm berdknas steg for steg.

Kommentar. 5p. For full poing krivs bade en f6ljd av grafer och en kort
beskrivning. Vi bor ocksa acceptera svar dar de pa annat sitt visar steg
for steg hur algoritmen lagrar information om vilka noder som besdkts och
hur prioritetskon andrar sig.

Vi kan dock inte krava att de explicit diskuterar prioritestkons imple-
mentering eftersom detta kan goras pa tva olika sitt.



4. Analysera effektiviteten hos insertion sort och quicksort fér sma och stora listor!

(a) Antag forst att vi vill sortera en lista med precis 4 element. Hur manga
jamforelser gor de bada algoritmerna i vdrsta fall och i bdsta fall? Motivera
ditt svar pa foljande satt:

e Ge exempel pa en indatalista med 4 element som ger mazimalt antal
jamforelser for insertion sort och forklara vilka jamforelser som gors.

e Ge exempel pa en indatalista med 4 element som ger minimalt antal
jamfGrelser for insertion sort och forklara vilka jamforelser som gors.

e Ge exempel pa en indatalista med 4 element som ger mazimalt antal
jamforelser for quicksort och forklara vilka jamforelser som gors.

e Ge exempel pa en indatalista med 4 element som ger minimalt antal
jamforelser for quicksort och forklara vilka jamforelser som gors.

For att fa full podng ska du forutsatta att algoritmerna &r implementerade
pa ett optimalt sdtt. (Du behdver dock inte visa hur de dr implementerade.)

Svar.

e For insertion sort ar vérsta fallet nir elementen ligger i omvand ord-
ning. Da &dr antalet jAmforelser 1 + 2 + 3. Fdljande indatalista ger

maximalt antal jamforelser:
4/321

Det vertikala strecket markerar skiljelinjen mellan det sorterade ini-
tialsegmentet och den osorterade resten av listan. Forst satter vi in 3
pa ratt plats genom att jamfora med 4 (1 jamforelse):

34/21

Sedan sétter vi in 2 pa rétt plats genom att jaimféra med 4 och 3 (2

jamforelser):
2341

Sedan sétter vi in 1 pa réatt plats genom att jamfora med 4, 3 och 2 (3

jamforelser):
1234]

e For insertion sort dr béasta fallet nar faltet redan ar sorterat. Da &r
antalet jamforelser 1 + 1 + 1 och en sorterad indatalista Or:

1/234
Forst sitter vi in 2 pa ratt plats genom att jamfora med 1 (1 jamforelse):
12/34

Sedan sitter viin 3 pa ritt plats genom att jamfora med 2 (1 jamforelse).
Obs att vi borjar att jamfora fran hoger, annars far vi inte optimal
komplexitet i bésta fallet!

123/4



Sedan sitter vi in 4 pa ritt plats genom att jamfora med 3 (1 jamforelse):
1234]

e Quicksort. I véarsta fallet véljer man t ex 1 som pivotelement fran
borjan. Da delas listan upp i en tom lista och en 3-elementslista:

[;2,3,4]

Den tomma listan adr redan sorterad. For att sortera den andra listan
véaljer vi ett nytt pivotelement, i vérsta fall t ex 2. Med hjalp av 2
jamforelser delar vi upp denna lista i tva dellistor

[: [3:4]

Aterstar att sortera listan [3,4]. Detta tar 1 jamforelse.

e I bista fall delar pivotelementet listan i tva (néstan) lika delar. Sig
att vi valjer pivotelementet 2 till att borja med. Da behdver vi 3
jamforelser for att dela in listan i de tva dellistorna

[1],3,4]

Listan med bara ett element ar redan sorterad, medan den andra lis-
tan sorteras med 1 jamforelse. (Man véljer det ena elementet som
pivotelement och jamfoér det med det andra.)

Sammanfattning. Insertion sort behover gora 3 jamforelser i basta fall och
6 jamforelser i varsta fall. Quicksort behover gora 4 jamforelser i basta fall
och 6 jamforelser i varsta fall.

Kommentar. 6p. Ge 3p for insertion sort och 3p fér quicksort. For full
podng krivs att de ger exempel pa indatalistor som ger upphov till bista
och sidmsta fallet och beskriver vilka jdmforelser som gors i desssa fall.

Ar insertion sort eller quicksort effektivast om man vill sortera 1000 ele-
ment? Analysera bade véarsta fallet och basta fallet. Har kan du forstas
inte berdkna den exakta tidsatgangen utan det ricker att du utgar fran din
kunskap om algoritmernas asymptotiska komplexitet i bista och varsta fal-
let.

Svar. Insertion sort gér O(n) jimforelser i bista fallet och O(n?) jimférelser
i virsta fallet. Quicksort gér O(nlogn) jimforelser i bista fallet och O(n?)
i vérsta fallet. Den asymptotiska komplexiteten dr alltsa battre i basta fal-
let for insertion sort och i vérsta fallet har de tva algoritmerna samma
asymptotiska komplexitet.

Vad géller da for den exakta tidskomplexiteten for att sortera n = 1000
element? Da giller att logmn dr ca 10 och alltsa dr nlogn &r ca 10000.
Dessutom har insertion sort bittre “konstant” och &r alltsa mer &n 10
ganger snabbare &n quicksort i bésta fall. T véarsta fallet har vi samma
asymptotiska komplexitet, men eftersom insertion sort har battre konstant
ar den snabbare.



Kommentar. 4p. For full podng krivs korrekta O-komplexiteter men
hér krdver vi inte motiveringar till dessa komplexiteter. For full podng ska
ocksa nagot kort sigas om fallet n = 1000. 1p avdrag om inte nagot sigs
om n = 1000 och {6r varje felaktig O-komplexitet.



5. Har ar ett litet granssnitt (i Java) for dndliga méangder av heltal:

public interface Set {
public boolean member (int element);
public void remove(int element);

}

Metodanropet member (element) ska returnera true om element finns i mangden
och false annars. Metodanropet remove(element) ska ta bort elementet
element fran méngden.

(a) Implementera grénssnittet Set i detaljerad pseudokod eller i Java. Du
behover bara implementera de tva metoderna och de hjilpmetoder och
hjalpklasser du beh6ver. Du behdver heller inte implementera nagon kon-
struerare. Du kan sjilv véilja storleken pa hashtabellen. Som hashfunktion
kan du anvénda modulofunktionen (k modulo N skrivs k % N i Java). Du
far ocksa sjélv vélja hur du implementerar hashtabellen (6ppen adresser-
ing, hashning med hinkar, ...). Du maste dock forklara vilken implementer-
ingsmetod du anvéant.

(Du kan fa delpodng pa denna uppgift d&ven om du inte ger en fullstindig
implementering i Java eller fullstindig pseudokod. T ex far du avdrag om
du skriver 16sningen i ofullstindig pseudokod eller om du férutsitter att
det finns en viss hjidlpmetod eller hjilpklass utan att implementera den.)
Svar. Det ar enklast att implementera hashing in buckets. En imple-
mentering for HashMaps i pseudokod finns i kurshoken pa sidan 367. Ko-
den for HashSet ar vésentligen densamma. For full podng ska man ocksa
implementera hinkarna. Det enklaste ar att anvinda en enkellankad lista,
se sidan 359 i boken. Aven hir behdver man géra en smirre anpassning
av koden fran Map till Set.

Kommentar. 8p. 2p for korrekt representation av sjilva hashtabellen,
och 3p for varje metod. Om man implementerar hashning i hinkar sa
maste man dven implementera hinkarna. Om man férusdtter att sadan
implementering finns blir det 3p avdrag. Annars 2p avdrag for varje all-
varligt fel, och 1p avdrag far mindre fel. Inget avdrag alls for syntaxfel och
andra smarre ofullstindigheter som man kan acceptera i pseudokod.

(b) Visa sedan hur du har tédnkt dig att lagra f6ljande méngd av element om
hashtabellens storlek &r N = 11!

19,53, 30, 64, 31

Hur ser din datastruktur ut om du sedan tar bort elementet 19 fran
mandgen? (Du kan fa podng pa denna uppgift &ven om du inte gjort
en fullstindig implementering i (a).)

Kommentar. 2p. For att fa full podng ska bilden Gverensstimma med
implementeringen i (a). De som inte gjort nagon implementering i (a) far
dock podng dnda, om implementeringen ar korrekt.



6.

(a)

Heapar brukar lagras i filt. Skriv en algoritm i detaljerad pseudokod eller
i Java som har som indata ett filt (med storleken n) med heltal och re-
turnerar true om faltet representerar en heap med storleken n och false
annars. Aven en mer skissartad beskrivning av algoritmen kan ge delpoiing
om den ar tillrackligt klar.

Svar. Faltet ska representera ett fullstandigt binart trdd, dar roten &r
lagrad i cell 0 och barnen till en nod som ar lagrad i cell n ligger i cell
2%n+1och 2xn+ 2. Att det bindra tradet dr fullstindigt betyder att
alla de n cellerna i faltet representerar noder.

Vi skriver en rekursiv Javametod som kontrollerar att heapegenskapen ar
uppfylld for alla noder. Metoden isSubHeap(a,n) kontrollerar att det
binédra deltrddet med roten lagrad i cell n verkligen &r en delheap, genom
att kontrollera att noden i cell n’s nyckel &r mindre an eller lika med barnens
(om de finns) och att barnen dessutom ar rétter till delheapar. Metoden
isHeap(a) anropar isSubHeap(a,0) som alltsa kontrollerar att hela det
bindra tridet ar en heap.

boolean isHeap(int[] a){return isSubHeap(a,0);}

boolean isSubHeap(int[] a,int n){
int size = a.length;
int firstChild = 2*%n + 1;
int secondChild = 2*n + 2;
boolean firstRight = firstChild >= size ||
(a[n] <= a[firstChild] && isSubHeap(a,firstChild));
boolean secondRight = secondChild >= size ||
(a[n] <= a[secondChild] && isSubHeap(a,secondChild));
return firstRight && secondRight;

Kommentar. 7p. Om algoritmen har sdmre asymptotisk komplexitet &n
linjar blir det 3p avdrag. Annars samma princip fér podngsdttningen som
ovan, dvs 2p avdrag for allvarliga programmeringsfel och 1p for mindre
allvarliga. Inga avdrag for syntaxfel och andra sméarre ofullstindigheter
som kan accepteras i pseudokod.

Vilken tidskomplexitet har ditt program uttryckt som funktion av antalet
element i heapen? Motivera!

Svar. O(n). Algoritmen anvinder O(1) tid fér att behandla varje nod.
Den kontrollerar forst om ett visst barn finns och om sa ar fallet om
fordlderns nyckel dr mindre &n eller lika med barnets. Forutom det gors
ett visst initialiseringsarbete som ocksa tar O(1).

Kommentar. 3p. Beddmingen grundar sig pa om de gjort en korrekt
analys av den algoritm de skrivit i (a). For full podng krivs motivering.
Ratt svar utan motivering ger 1p.



For full poang pa uppgiften ska algoritmen ha korrekt angiven optimal asymp-
totisk komplexitet.



