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1. Kom ihag att f(n) &r O(g(n)) omm det finns positiva konstanter ¢, ng sa att
f(n) < cg(n) for alla n > ng.

(a)

i

ii.

iii.

iv.

Vi.

Funktionen f(n) = n? +n + 1 dr O(n?) eftersom n® +n + 1 < 3n?
for alla n > 1. Konstanterna i definitionen ovan kan alltsa véljas till
c=3o0chng=1.

Funktionen f(n) = n? ir O(n? +n + 1) eftersom n? < n?>+n+ 1 for
allan > 0. Har ar ¢ = 1 och ng = 0.

Funktionen f(n) = nlogn &r inte O(n + logn). Vi behdver visa att
for alla positiva ¢,ng finns det n > ng sa att nlogn > ¢(n + logn).
Men eftersom n + logn < 2n ricker det med att hitta n > ng sa att
nlogn > 2cn. Detta giller om logn > 2¢ vilket ér fallet om n > 2%¢.
Funktionen f(n) = n+logn ar O(nlogn) eftersom n +logn < 2n <
nlogn om 2 <logn, dvs om n > 4. Hir dr ¢ = 1 och ng = 4.

. Funktionen f(n) = +/n ir inte O(logn). Vi behover visa att for alla

positiva ¢, ng finns det n > ng sa att v/n > clogn. Men om vi sitter
k = /n ser vi att detta dr ekvivalent med att finna k > ko = /n,
sa att k > clogk® = 2clogk. Men detta kan vi gora eftersom k inte
ar O(log k).

Funktionen f(n) = logn &r O(y/n) eftersom logn = 2log/n < 24/n
eftersom log k < k. Valj alltsa ¢ = 2 och ng = 0 t.ex.

(b) Den yttre for-loopen exekveras n ganger och den inre exekveras

n(n+1)

ntn-1)+-+2+1=——

ganger. Antag att det tar ko tidsenheter att terminera den yttre loopen,
maximalt k; tidsenheter att exekvera varje iteration i den yttre loopen
(inklusive den tid det tar att terminera den inre loopen), samt ko tid-
senheter att exekvera satserna i den inre loopen dér kg,k; och ko &r
konstanter oberoende av n. Alltsa &r sammanlagda tidsatgangen

n(n+1)

f(n) <ko+kin+ ks 5

Men f(n) dr O(n?) eftersom

k‘o +k‘17’L+k‘2

1
2D < (ky + ko + %(4712) = (ko + k1 + 2ks)n’

omn > 1.



2. (a) import java.util.NoSuchElementException;

public class Link {
public Object elem;
public Link next;

public Link (Object a, Link 1) {
elem = a;
next = 1;

public class SinglyLinked implements List {
private Link first;
private Link last;

public void nil () {
first = last = null;

}

public void push (Object a) {
first = new Link(a,first);
if (last == null) last = first;
}

public Object top () {
if (isEmpty()) throw new NoSuchElementException();
return first.elem;

}

public void pop O {
if (isEmpty()) throw new NoSuchElementException();
first = first.next;
if (first == null) last = null;

}

public boolean isEmpty () {
return first == null;

}

public void addLast (Object a) {
Link aLink = new Link(a,null);
if (isEmpty()) {first = last = alink;}
else {last.next = alink; last = last.next;}

}

public void append (List bs) {
while (! bs.isEmpty()) {
addLast (bs.top());
bs.pop();
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Alla operationerna utom append i granssnittet 4r O(1). Varje operation
har en maximal exekveringstid som &r oberoende av m och n.

Exekveringstiden for append ar O(n) eftersom den gor en iteration for
varje element i listan bs. Exekveringstiden for varje iteration &r O(1)
under foérutsittning att exekveringstiderna for top och pop pa bs ar
oberoende av O(1)

Vi far foljande hashkoder h(i) for de 11 véirdena pa 4
i : 12 44 13 88 23 94 11 39 20 16 b5

h(i) : 7 5 9 5 7 6 5 6 1 4 4

Om vi anvinder hashning med hinkar far vi alltsa foljande innehall i
hinkarna

11
5 88 39 23
20 16 44 94 12 13
hink : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Hinkarna har hér fyllts pa nerifran och upp.

Med 6ppen hashning far vi foljande handelseférlopp:

12 - laggs direkt i cell 7.

44 - laggs direkt i cell 5.

13 - laggs direkt i cell 9.

88 - cell 5 ar redan anvénd, nista lediga ar cell 6.

23 - cell 7 dr redan anvénd, nésta lediga &r cell 8.

94 - cell 6 ar redan anvénd, nista lediga ar cell 10.

11 - cell 5 ar redan anvand, nasta lediga ar cell 0.

39 - cell 6 &r redan anvénd, nista lediga ar cell 1.

20 - cell 1 dr redan anvénd, nésta lediga &r cell 2.

16 - laggs direkt i cell 4.

5 - cell 4 4r redan anvind, nésta lediga &ar cell 3.

Néar man sétter in element i ett AVL-trid anvinder man sig forst av algo-
ritmen for inséttning i ett allmént binirt s6ktrid. Om det resulterande

bindra soktridet ej dr hoéjdbalanserat genomfér man trenodsomstruk-
tureringar for att aterstélla balansen och fa ett korrekt AVL-trad.



Vi go6r successiva insattningar och visar bara de situationer da vi behdver
aterstélla balansen.

Efter inséttning av 12, 44 och 13 far vi féljande trad:

12

\
44

/
13

Trenodsomstrukturing (av 12-44-13) ger:

13

/ 0\
12 44

Efter inséttning av 88, 23 och 94 far vi:

13
/ 0\
12 44
/\
23 88
\
94

Trenodsomstrukturering av 13-44-88 ger:

44

/ \
13 88

/ 0\ \
12 23 94

Efter inséttning av 11, 39, 20 och 16 far vi:

44

/ \
13 88

/o \ \
12 23 94

Trenodsomstrukturering av 44-13-23 ger:

23
/ \
13 44
/ A\ /\
12 20 39 88
/o \

11 16 94



Slutligen sétter vi in 5 och far:

23
/ \
13 44
/\ /\
12 20 39 88
/o \
11 16 94
/
5

Trenodsomstrukturering av 12-11-5 ger:

23
/ \
13 44
/o \ /\
11 20 39 88
/N7 \
5 12 16 94

(d) Vi far foljande skip-lista

11
11 20 88
11 13 16 20 39 88
5 11 12 13 16 20 23 39 44 88 94

Se Budd sid 224-225 f6r en forklaring av pekarstrukturen som ocksa ska
finnas med i ett korrekt svar.

(a) En rekursiv definition ser ut sa hér.

Ett bindrt trad har heapegenskapen omm (i) vinstra deltridet dr tomt
eller annars om roten &r mindre &n eller lika med sitt vinstra barn och
vénstra deltrddet har heapegenskapen samt om (ii) hogra deltrddet &r
tomt eller annars om roten ar mindre an eller lika med sitt hégra barn
och hogra deltradet har heapegenskapen.

Vi visar hir hur man kan gora en implementering i Java av denna defi-
nition forutsatt att vi har f6ljande grianssnitt fér en abstrakt datatyp av
bindra trid med heltal i noderna.

interface BinTree {
public int root ()}
public BinTree left ();
public BinTree right ();
public boolean isEmpty () ;
}

Da kan vi skriva isHeap-programmet pa f6ljande sétt

public class isHeap {
public boolean isHeap (BinTree t) {
if (t.isEmpty()) return true;
BinTree tleft = t.left();
BinTree tright = t.right();
boolean leftOk = true;
boolean rightOk = true;



if (! tleft.isEmpty())

left0k = t.root() <= tleft.root() && isHeap(tleft);
if (! tright.isEmpty())

rightOk = t.root() <= tright.root() && isHeap(tright);
return leftOk && rightOk;

}

(Koden testar som sig bor heap-egenskapen med avseende pa < i stéllet
for < som det star i uppgiften.)

Svar i pseudokod som t ex approximerar ovanstaende kod vil godkinns
ocksa.

Exekveringstiden for isHeap(t) dr O(n) om n ar antalet noder i tradet.
Man ser att tiden f(n) for att berikna isHeap(t) dr summan av den
tid det tar att utfora de tva rekursiva anropen och den maximala tid k
(oberoende av n) det tar att exekvera dvriga instruktioner. Vi har héir
férutsatt att alla operationerna i granssnittet ar implementerade sa att
deras exekveringstid & O(1). Déarfor ar f(n) < kn.

Listor med identiska element.

Insertion sort dr O(n) eftersom listan redan &r sorterad och vi behdver
darfor bara utfora en jamforelse vid varje insdttning, dvs en iteration
av den inre loopen.

Merge sort ar O(nlogn). Analysen av mergesort ar likadan som om
indata ar en godtycklig lista. (Se sid 163-165 i Budd.)

Quicksort ir O(n?). Pivotelementet éir 1 och alla andra element kom-
mer att hamna i den hdgra partitionen > 1. Darfér reduceras prob-
lemet att sortera m element bara till att sortera n — 1 element.
Tidskomplexiteten ges darfor av en aritmetisk serie liknande den
i uppgift 1(b) och ér alltsda O(n?).

Counting sort dr O(m+n) (ddr m vér antalet virden som kan férekomma
i indata) oberoende av hur indata ser ut. Om vi dessutom antar att
m &r en konstant > 1 sa kan vi férenkla svaret till O(n).

Listor med n alternerande element. Vi antar att n ar ett jamt tal.

Insertion sort dr O(n?). Vi utfér hir
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jamforelser (iterationer av den inre loopen). Antalet jimforelser kan
alltsa bestimmas till O(n?) efter ett liknande resonemang somi 1(b).

Merge sort ar O(nlogn). Analysen av mergesort ar likadan som om
indata ar en godtycklig lista.

Quicksort ir O(n?). Hir kan det vara till hjilp att illustrera med
ett fall, t ex n = 8. Vi visar de tva forsta mellanresultaten efter
partiotioneringarna och markerar pivotelementen med p:
ip2 1 2 1 2 1 2
11 1 1 2p2 2 2
Vi har hér alltsd reducerat problemet till att sortera tva listor med
langden 3 med identiska element. I allménhet reducerar alltsa denna
version av quicksort problemet att sortera en lista med n alternerande



element till problemet att sortera tva listor med vardera ¢ — 1 iden-
tiska element. Eftersom varje sadan sortering &r O(n?) enligt (a)
blir svaret O(n?).

Counting sort dr O(m + n). Om vi dessutom antar att m r en kon-
stant > 2 sa kan vi forenkla svaret till O(n).



