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Poéng fran hemuppgifter inlimnade under 2006 kan tillgodoriknas. Betygs-
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1. Funktionen iter definierad av
iternfa=f(( ... (fa)...)

dér det finns n st forekomster av f i hoger led kan definieras med hjilp
av operatorn rec for primitiv rekursion. Visa detta! Operatorn rec
definieras av foljande

d
en (recnd e)

rec O d e
rec (n+1) d e

2. Lat f vara en berdkningsbar funktion fran de naturliga talen till de
naturliga talen. Bevisa att det finns oéindligt manga syntaktiskt olika
A-termer som berdknar f! (Tva A termer &r syntaktiskt lika om de &r
alfa-konvertibla.).

Svar: Identitetsfunktionen &r berékningsbar, t.ex. i A-kalkyl
kan den beriknas av I =g4¢f Ax.x. Om f berdknas av pro-
grammet F sa beriknas f ocksa av Ax.I(...I(F x)...), for
godtyckligt manga férekomster av 1.



3. Trots resultatet i foregdende uppgift finns det strikt fler matematiska
funktioner i N — N &n det finns berdkningsbara funktioner i N — IN.
Bevisa detta genom att 16sa foljande uppgifter:

(a) Definiera vad det betyder att en funktion i N — N &r berdkningsbar
i Akalkyl.

Svar: En funktion f &r berdkningsbar om det finns en A
term F sa att
Fl_n—l N l_m—l

om och endast om
fln) =m
, ddr "n" dr koden for n i A-kalkyl.
(b) Bevisa att méngden av program dr upprékneligt (oberoende av
programmeringssprak).
(c) Bevisa att mingden N — N ej dr uppriknelig.

Svar: Se forelasningsanteckningarna ”Are all functions
computable?”

4. Bevisa eller motbevisa foljande pastaenden:

(a) Funktionen som dr odefinierad for varje argument ar berdkningsbar.

Svar: Funktionen &r berékningsbar eftersom den kan beréknas
av ett icke terminerande program, t.ex. (Ax .(x x)(x x))(Ax .(x x)(x x))
i lambda-kalkyl.

(b) Om M é&r normalformen av N (i lambda-kalkyl) och N &r 6ppet,
sa ar M Oppet.

Svar: Detta géller inte, lat N vara det Gppna uttrycket
(A x.(A y.y))z, som har variabeln z fri. D& blir M ut-
trycket A y.y som é&r slutet. (Vi later allsta N vara en
funktion som inte beror pa sitt argument, och applicerar
det pa ett 6ppet uttryck.)

(c) Alla slutna uttryck i lambda-kalkyl har en normalform och denna
normalform &r unik.

Svar: Nej, det finns ju uttryck i lambda-kalkyl som inte
terminerar, t.ex. T T, dar T ar uttrycket Ax.(x x)

(d) Méangden av totala funktioner fran N till Bool &r uppréknelig.

()

(5)



Svar: Falskt. Méangden &r inte upprikningsbar, om de
vore det skulle det finnas en uppréikning f; av dem. Men
upprikningen kan inte innehélla funktionen d som &r
definierad av

d(n) =—fn(n)

eftersom den skiljer sig fran alla funktioner i uppriakningen.
Om den skulle vara lika med funktionen fj skulle d(i) =
f;(1) for alla i. Men detta giller inte for i = j.

(e) Méngden av totala funktioner fran Bool till N &r uppréknelig.

Svar: Ja. Intuitionen &r att méngen har samma kardina-
litet som N x N, méngden av par av naturliga tal. Ett
element f i funktionsméngden &ar ju fullstéindigt beskri-
ven av tva tal, funktionens véirde for de tva boolska ele-
menten. For att bevisa att méngden &r upprikningsbar
ricker det att ge en total och injektiv funktion g €
(Bool — N) — N. En sadan &r:

g(f) — 2f(true)+1 * 3f(false)+1

Den ér ju total (definitionen géller for alla f) och injektiv.
Om g(f) = g(f’), sa giller

zf(true]—H % 3f(false)+1 _ zf’(true)—H % 3f’(false)+1

Men eftersom primtalsuppdelningen dr unik maste f(true) =
f/(true) och f(false) = f'(false), dvs f = f.

5. Enligt laroboken &r en icketom méngd A upprikningsbar om det finns
en total surjektiv funktion f € N — A.

(a) Ar det visentligt att funktionen skall vara total?

(b) Ar det visentligt att funktionen skall vara surjektiv?
Om svaret &r ja, skall du motivera det genom att visa att de reella
talen skulle vara upprikneliga om kravet inte finns med i definitionen.

Om svaret dr nej, skall du visa hur man givet en funktion som inte
uppfyller kravet kan konstruera en funktion med kravet uppfyllt.



Svar: Det &dr inte visentligt att funktionen &r total, om vi
har en icke-total surjektiv funktion f € N — A sa kan vi ju
alltid konstruera en total funktion g genom:

olx) = {f(x) om f(x) &r definierad, 0

a for ovrigt

dir a ar ett godtyckligt element 1 A.
Daremot ar det viktigt att funktionen &r surjektiv. Annars

skulle ju identitetsfunktionen rikna upp de reella talen.
(a) Vad ér en fixpunktskombinator?

(b) Ge ett exempel pa en fixpunktskombinator och visa att det &r en
sadan!

(c) Varfor ar fixpunktskombinatorer viktiga?

Svar: Se laroboken!

7. Det finns fem programkonstruktioner i spraket PRF, de primitivt re-

kursiva funktionerna. De forsta fyra har en syntax som kan beskrivas
informellt pa foljande sétt:

z € PRF,
s € PRF,
proj(n,i) e PRF, 7 if i<n
comp(g,fq,...,fm) € PRF, if g€ PRF,,,fi ¢ PRF,,1<i<m

och semantiken beskrivs informellt som:

z() =0
s(j)=j+1
proj(n,i)(jo,-..,in) =ji
)

comp(g, f1,..., fm)(j1,. .- jn) = 9(f101,. ., n) o fmlG1, -0 dn))

Ge en informell beskrivning av den konstruktion som saknas!

Visa ocksa hur man kan uttrycka fakultetsfunktionen som definieras av
att f(0) = 1 och f(n) = 1%2x%---n for alla naturliga tal n > 0. Fér den
sista uppgiften ar det viktigt att du motiverar svaret, dvs antingen vi-
sa att programmet verkligen uppfyller de ekvationer som skall gélla for



fakultetsfunktionen eller ocksa visa att ditt sitt att komma fram till
programmet dr sddant att programmet ar korrekt. Det ricker alltsa in-
te att bara ge programmet. Du kan anta att multiplikationsfunktionen
redan &r definierad.

Svar: Den konstruktion som saknas ér operatorn for primitiv
rekursion med syntax:

rec(g,h) € PRF,,; if g€ PRF,he PRF,»

vars semantik beskrivs informellt som:

rec(g,h)(O,h,. . ,jn) = g(j])' . >jn)
I'EC(g,h,)(y + 1)j1)' . )jTL) = h(U,rec(g»h)(U,jb e )jn))jb e )jn)
Vi ska nu skriva ett program f for fakultetsfunktionen. Om

vi forsoker uttrycka f pa en primitivt rekursiv form ser vi
att

f(0)=1
fn+1)=(n+1)xf(n)

Om vi anséatter
f —def rec(g, h)

dir g € PRF( och h € PRF, sa vet vi att g[0] = 1 maste
gélla. Det &r uppfyllt om

g =def comp(s, [z]).
Vi vet att foljande skall gélla for funktionen h:

fin + 1] =rec(g,h)[n + 1]
=hmn,f(n)]
=(n+1)xf(n)

Vi vill alltsa konstruera ett program hi PRF; sa att h[n, f(n)] =
(n+ 1) % f(n). Detta &r uppfyllt om funktionen h uppfyller
h[n, m] = mulln+ 1, m], dir mul 4r det program som utfor
multiplikation.



Om vi nu forsoker ansatta att h maste ha formen
h = comp(mul, [eq, e3])

fér nagra program ej och ey, sa vet vi att foljande maste
gilla:

comp(mul, e, ez])[n, m] = mul(eq[n, m], ez[n, m])
=mul(n+1,m).

Detta ar uppfyllt om
efn,m/=n+1
ezn, m| = m.

Detta ar uppfyllt om ey &ér en projektion, ndmligen
€2 =aef proj(,1)

och om ey ar en komposition:
€1 =der comp(s, proj(,1f)

ty comp(s, proj(,1P)n, m] = s(proj(,1n, m]) =n+1
For att ssammanfatta sa kan vi alltsa definiera fakultetsfunk-
tionen som

f =g4ef rec(comp(s, z),
comp(mul, [compl(s, proj(1P),

proj(,1)))
8. Los en av foljande uppgifter (beroende pa om du studerat x eller PCF):

(a) Foljande uppgift &r for de som har studerat spraket x:

i. Skriv ett program prod i x (utan syntaktiskt socker) som é&r
definierat sa att

prodn=(04+1)*(14+2)*...x(m—14+n)

Du kan anta att vi har definierat funktionerna add och mult
som utfor additon respektive multiplikation. Forklara hur du
representerar de naturliga talen (om du inte vill behéver du
inte anvénda standard-representationen).



ii. Bevisa (med induktion) att ovanstaende giller!

Svar: Vi anvénder standard-representationen av tal,
dvs talet 0 representeras av zero() och talet n+1 av
succ(n’), déir n’ dr representationen av n. Vi ser att
programmet skall uppfylla féljande ekvationer:

prod (zero()) =one

prod (succ(n)) =(mult (prod n))(add n (succ n))
Lat oss infora forkortingen

fmn = (mult m)(add n (succ n))
Vi skall alltsa 16sa ekvationerna

prod (zero()) = one

prod (succ(n)) = f (prod n) n
Vi kan forenkla problemet till att 16sa ekvationen

prod z = case z of{
zero() : one,

succ(n) : f (prod n) n}
vilken l6ses av

prod =g4ef rec p = Az — case z of{
zero() : one,
succ(n) : f (p n) n}

vilket utan syntaktiskt socker skrives:

prod =g4ef rec p = Az — case z of{
zero : A u — one,

succ: An — f (p n.argl) n.argl}

Denna definition av konstanten prod &r korrekt ty, i basfallet
far vi:

prod (zero <>)

= {enl definitionen av prod}

(rec p = \z -> case z of {

(12)



zero: \u —> one;
succ: \n -> f (p n.argl) n.argl}) (zero <>)
= {enl ber&dkningsregel foér rec}
\z -> case z of {
zero: \u —-> one;
succ: ...} (zero <>)
= {enl berdkningsregel for applikation}
case zero <> of {
zero: \u -> one;
succ: ... })
= {enl berdkningsregel for case}
(\u -> one) <>

one

I efterfoljarfallet far vi foljande berdkningar:
prod (succ <n>)
= {enl definitionen av prod}
(rec p = \z -> case z of {
zero: \u —-> one;
succ: \n -> f (p n.argl) n.argl}) (succ <n>)
= {enl berdkningsregel for rec}
\z -> case z of {
zero: \u -> one;
succ: \n -> f (prod n.argl) n.argl}) (succ <n>)
= {enl berdkningsregel for applikation}
case succ <n> of {
zero: \u -> one;
succ: \n -> f (prod n.argl) n.argl})
= {enl berdkningsregel for case}
(\n -> f (prod n.argl) n.argl) <n>

f (prod n) n)
(b) Foljande uppgift &r for de som studerat PCF:
i. Define a PCF-program that behaves as prod, for any n > 0 (8)
prodn=(0+1)x(14+2)%...x«(n—1+mn)

ii. What is the output of your PCF-program when applied to



Lycka till!

iii.

the value Zero? Justify by showing the main steps in the
reduction of prod Zero. Explain. Here you should assume that
both add and mult have the expected semantics. You can use
either big or small semantics.

What is the purpose of the fix operator in PCF?

Give a PCF-program that contains no fix operator and that
does not terminate. Justify!

(7)



