Goteborgs Universitet och Chalmers Tekniska Hogskola 19 januari 2005
Datavetenskap INN111/TIN120

Tentamen i Berdkningsmodeller

Lordagen den 1 februari 2003, kl 8.45 — 12.45.

Ansvarig larare: Bengt Nordstrém, tel 0708 - 96 69 14.

Tillatna hjdlpmedel: Inga.

Borja varje uppgift pa nytt blad. Skriv endast pa en sida av papperet. Var-
je svar skall motiveras! Den hir skriftliga tentamen utgor en del (75 %)
av den totala examinationen, den andra delen (dvs. 25 %) bestar av de
inldimningsuppgifter som har delats ut under kursens gang. For arets och
forra arets elever géller alltsa att summan av poéngen fran inlimningsuppgifterna
och den skriftliga tentan skall vara minst 100 for att fa godként pa kur-
sen. Examensvisning kommer att dga rum fredagen den 7 februari kl 11.00
i Bengt Nordstroms tjansterum. Losningar till tentan kommer att finnas
tillgéngliga fran kursens hemsida.

1. Vad siiger Church-Rossers sats? (10)

Svar: Om M och N dr normalformen till ett program i A-
kalkyl s&a dr M och N alfa-konvertibla.

2. I A-kalkyl byggs uttryck upp med hjilp av variabler, abstraktion och
applikation. Trots att detta verkar primitivt i 6verkant kan ju enligt
Churchs tes alla berdkningsbara funktioner uttryckas i A-kalkyl.

(a) Hur uttrycks talet 3 i A-kalkyl? (10)
(b) Ge ett exempel pa ett program i A-kalkyl som inte terminerar. (10)
(c) Fungerar det exemplet i Haskell (som ocksa har variabler, ab- (2)

straktioner och applikationer)?

Svar: Ett vanligt sidtt att representera 3 ar As.Az.s(s(sz)).

Ett exempel pa ett program som inte terminerar ar (Ax.x x) (Ax.x x).
Det har ett redex och det reducerar till sig sjalv. Det pro-
grammet dr inte typbart i Haskell, eftersom argumentet x

bade anvinds som argument och funktion, om andra férekomsten

av x har typ A sa maste forsta forekomsten ha typ A — B for

nagot B. Men bada forekomsterna av x maste ju ha samma

typ och darfér maste A = A — B, vilket ar omojligt.



3. Ange om f6ljande pastaenden ar sanna eller falska samt ge ett bevis
for detta!

(a) Mingden av alla uttryck i A-kalkyl som har en normalform &r
uppréknelig.

Svar: Sant. Mangden av alla uttryck ar uppriknelig, ef-
tersom méngden av alla strangar dr uppriknelig. Alla
delméngder till en uppréaknelig méngd dr uppriknelig.

(b) Alla positiva rationella tal Q4 (méngden av tal som kan skrivas

som 51 dér 1 och j &r naturliga tal, j # 0) dr uppréikningsbar.
Svar: Sant. Den hir méngden liknar ju méngden N x
N som é&r uppréiknelig. Skillnaden mellan méngderna &r
att vissa element saknas i Qi (ndmnaren maste vara
positiv och det finns flera braktal som &r lika fastin de
ar uppbyggd av olika talpar). Vi kan anvéinda samma
teknik som i dvningshéftet sidan 11, eller ocksa kan vi
konstruera en total injektiv funktion f € Q4 — N genom

f(}) =21 % 3Vd4r i och j saknar gemensam delare och j > 0
Denna &r total eftersom den avbildar alla braktal och
den &r injektiv enligt aritmetikens fundamentalsats. No-
tera kravet att i och j saknar gemensam delare, annars
kommer inte f att vara en funktion (den kommer ju i sa

fall att avbilda % och % pa olika tal.)

4. En partiell funktion i NN &r Turing-berdkningsbar om det finns
en Turing-maskin som beridknar den. Ge en forklaring av detta! Dvs
forklara vad det betyder att en Turing maskin beréiknar en funktion.

Svar: Se boken sid 205

5. Ge ett exempel pa ett program i spraket x som terminerar till svag
huvud normal form, men vars fullstdndiga evaluering ej terminerar.
Motiveral

Svar: s Q, dir s dr en konstruerare och Q &r ett icketermi-
nerande program

6. Det finns fem programkonstruktioner i spraket PRF, de forsta fyra
har en syntax som kan beskrivas informellt pa foljande sétt:

(10)
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z € PRF,
s € PRF,
proj(n,i) e PRF, 7 if i<n
comp(g,fq,...,fm) € PRF, if g€ PRF,,,fi € PRF,,1<i<m

och semantiken beskrivs informellt som:

z() =0
s(j)=j+1
proj(n,i)(jo,...,in) =ji
comp(g, f1,...,fm)(1,.-,in) = g(f101,.. - ,in)s -, fml1, - in))

Ge en informell beskrivning av den konstruktion som saknas!

Visa ocksa hur man kan uttrycka fakultetsfunktionen som definieras av
att f(0) = 1 och f(n) = 1%2x*---n {or alla naturliga tal n > 0. Fér den
sista uppgiften ar det viktigt att du motiverar svaret, dvs antingen vi-
sa att programmet verkligen uppfyller de ekvationer som skall gélla for
fakultetsfunktionen eller ocksa visa att ditt sédtt att komma fram till
programmet dr sadant att programmet &r korrekt. Det réicker alltsa in-
te att bara ge programmet. Du kan anta att multiplikationsfunktionen
redan dr definierad.

Svar: Den konstruktion som saknas dr operatorn for primitiv
rekursion med syntax:

rec(g,h) € PRF,; if g€ PRF,,h€ PRF,
vars semantik beskrivs informellt som:

rec(g)h)(())j])"' »jTL) = g(j])' ")jTL)
I‘ec(g,h)(y + 1)j1,"' )jﬂ) = h(y,reC(g,h)(U,j],...,jn),j],...,jn)

Vi ska nu skriva ett program f for fakultetsfunktionen. Om
vi forsoker uttrycka f pa en primitivt rekursiv form ser vi
att

f(0) =1
fin+1)=Mm+1)«f(n)

Om vi ansatter

f =def rec(g,h)



dir g € PRF( och h € PRF, sa vet vi att g[0] = 1 maste
gélla. Det ar uppfyllt om

g =def comp(s, [z]).
Vi vet att foljande skall gilla for funktionen h:
fin+ 1] = rec(g,h)[n + 1]
= h[n, f(n)]
=Mn+1)xf(n)
Vi vill alltsa konstruera ett program hi PRF; sa att h[n, f(n)] =
(n+ 1) * f(n). Detta &ar uppfyllt om funktionen h uppfyller
h[n, m] = muln+ 1, m], dir mul ir det program som utfér

multiplikation.

Om vi nu forsoker ansatta att h maste ha formen
h = comp(mul, [eq, e2])

fér nagra program e; och ey, sa vet vi att foljande maste
gélla:
comp(mul, [eq, ez])[n, m] = mul(eq[n, m], ez[n, m])
=mul(n+1,m).
Detta ar uppfyllt om
eim,ml=n+1
esn, m] =m.
Detta ar uppfyllt om ey &r en projektion, ndmligen

€2 =def proj( 1)

och om eq &r en komposition:
€1 =def comp(s, proj(,1f)

ty comp(s, proj(,1P)m, m| = s(proj(,1Pm,m]) =n+1
For att ssammanfatta sa kan vi alltsa definiera fakultetsfunk-
tionen som

f =gef rec(comp(s, z),
comp(mul, [comp(s, proj(,1 )0),

proj(,1)1))



7. Bevisa att man i Haskell (eller nagot annat funktionellt sprak) inte
(Nat -> Nat) -> Nat -> Bool som
terminerar

kan skriva en funktion halt
ar sadan att (halt f i) evaluerar till true om (f i)

och annars evaluerar till false .

Lycka till!

Svar: Detta &r bara en enkel variant av det extensionella
stopp-problemet. Om vi har en funktion halt enl ovan skulle
vi kunna definiera en funktion termcnv genom

termcnv £ i = if (halt f i) then loop else 1

som har egenskapen att termcnv f i terminerar om och
endast om f i ej terminerar. Detta giller for alla funktioner
f. Speciellt f6r den funktion strange som &ar definierad av

strange i = termcnv strange i

Definitionen av strange visar att termcnv strange i ter-
minerar samtidigt som strange i, vilket motséger egenska-
pen ovan.
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