Goteborgs Universitet och Chalmers Tekniska Hogskola 20 december 2002
Datavetenskap INN111/TIN120

Tentamen i Berdkningsmodeller

Fredagen den 20 december 2002, kl 8.45 — 12.45.

Ansvarig ldrare: Bengt Nordstrom, tel 1033 eller 0708 - 96 69 14.

Tillatna hjdlpmedel: Inga.

Borja varje uppgift pa nytt blad. Skriv endast pa en sida av papperet. Var-
je svar skall motiveras! Den hir skriftliga tentamen utgoér en del (75 %)
av den totala examinationen, den andra delen (dvs. 25 %) bestar av de
inldmningsuppgifter som har delats ut under kursens gang. For arets och
forra arets elever géller alltsa att summan av poéngen fran inlimningsuppgifterna
och den skriftliga tentan skall vara minst 100 for att fa godként pa kursen.
Examensvisning kommer att dga rum fredagen den 10 januari kl 11.00 i MD
9. Losningar till tentan kommer att finnas tillgingligt fran kursens hemsida.

1. Finns det en injektiv och surjektiv funktion i N5N som inte ar total?

Svar: Funktionen som definieras av f(n 4+ 1) = n ar injektiv
ty om n—1 =m—1 sa& maste n = m. Den &r &ven surjektiv
eftersom varje tal n ar bilden av talet n + 1 och den &r inte
total eftersom den inte dr definierad for 0. Andra exempel
ar f(2+n) =n, f(2™) = n etc. etc.

2. Ange om f6ljande pastaenden ar sanna eller falska samt ge ett bevis
for dettal!

(a) Alla partiella funktioner fran N till {1} &r beréikningsbara.

Svar: Falskt. Méangden av alla program &r uppréakningsbar
(det &r en delméingd av méngden av den uppréikningsbara
méngden av alla text-stréngar). Men funktionerna &r in-
te upprakningsbara, om de vore det skulle det finnas en
upprikning f; av dem. Men denna upprikning kan inte
innehalla funktionen d som &r definierad av

dn) = 1 om fn(n) ar odefinierad,
| odefinierad om fr(n) =1



eftersom den skiljer sig fran alla funktioner i uppréikningen.
Om den skulle vara lika med funktionen f; skulle d(i) =
f;(i) for alla i. Men detta géller inte for i =j.

(b) Alla totala funktioner fran N till {1} &r berdkningsbara.
Svar: Sant. Det finns bara en total funktion fran N till
{1} ndmligen funktionen f definierad av f(i) = 1 for alla
i. Den funktionen é&r trivialt berékningsbar.
(¢) Om variabeln x dr fri i lambda-uttrycket e och om e’s normalform
ar d sd dr x friid.
Svar: Falskt. Lat e = (Ay.Az y) u x som har variabeln x
fri och normalform wu.

3. Visa ett séitt att representera ett naturligt tal som en positionerad
remsal

Svar: Om vi har alfabetet {1} sa kan vi representera talet 0
som...(d)...0och4som...()11110... dir parenteser-
na visar aktuell symbol.

4. Konstruera en Turing-maskin som berédknar funktionen a € N — N
som definieras av a(n) =n+ 3.

Svar: De tva instruktionerna (Sp,, 1, So), (So, 1, <, S1) ad-
derar 1 till en positionerad remsa. Vi kan nu upprepa detta
tre ganger:

(SOvlj)])SO))(SO)]»(_»S])
(S1,08,1,51),(S1,1,+,S2)
(S2,00,1,S2),(S2,1,+,S3)

5. Ge standard-representationen for programmen Ax—x och True() i x.

Svar: Programmet Ax —x star for det matematiska objek-

tet lambda(“x”,var(“x”)) dir vi har anvint text-stringar

for att representera méngden av identifierare. Detta mate-
matiska objekt har en standard-representation i x, ndmligen
Lambda(“x”, Var(“x")). Pa analogt siitt: True() i x star for

det matematiska uttrycket constr(“True”, struct(¢)), dir ¢

ar den tomma tabellen. Detta objekt har en standard-representation
i x, ndmligen Constr(“True”, Struct(Empty())),

(10)

(10)

(15)



6. Det finns fem programkonstruktioner i spraket PRF, de forsta fyra har

en syntax som kan beskrivas informellt pa foljande sétt:

z € PRFy
s € PRF;
proji* € PRF 1 if i<n
comp(g,f1,...,fm) € PRF, if g € PRF,,,fi € PRF,,1<i<m

och semantiken beskrivs informellt som:

)
)=
proji (jo,-..,in) =Jji
comp(g, f1,...,fm)(i1,..,in) = 9(f101,.- -, in)s -+ s fml1, - In))

Ge en informell beskrivning av den konstruktion som saknas! Visa
ocksa hur man kan uttrycka funktionen som riknar ut predecessorn
till ett naturligt tal i PRF ! (Predecessorn ar den funktion som for
argumentet 0 ger svaret 0 och for argumentet n + 1 returnerar n).
For den sista uppgiften dr det viktigt att du motiverar svaret, dvs
antingen visa att programmet verkligen uppfyller de ekvationer som
skall gilla for predecessor-funktionen eller ocksa visa att ditt sétt att
komma fram till programmet &r sadant att programmet &r korrekt.
Det ricker alltsa inte att bara ge programmet.

Svar: Den konstruktion som saknas ér operatorn for primitiv
rekursion med syntax:

rec(g,h) € PRF, 1 if g € PRF,,hePRF,»
vars semantik beskrivs informellt som:

rec(g,h)(O,j1,...,jn) = g(jh---»jn)
rec(g,h)(y—I—],h,...,jn) :h(y>rec(g>h)(yaj]>---»jn)»j]»-'-ajTL)

Vi vill alltsa konstruera ett ett program p for vilket p(0) = 0
och p(n 4+ 1) = n géller. Det ar naturligt att anséitta

P =def rec(g, h)

dér g och h ar okénda program. Vi vet att p skall ha aritet
1, vilket medfor att g maste ha aritet 0 och h aritet 2. Vi

(30)



vet ocksa att g maste vara z, detta foljer av rec’s forsta
semantiska klausul. Av dess andra klausul féljer att p(n +
1) = h(n,p(n)), vilket blir uppfyllt om vi viljer h =gef
projg. Vi kan alltsa definiera
D =der rec(z, projy )
7. Skriv ett program isnat; i spraket x med foljande egenskap: (42)

isnat; n = True() om n &r ett naturligt tal

Man skulle ju vilja kunna skriva ett program isnat,; med egenskapen:

_ True() om n &r ett naturligt tal,
Isnatr n = . L )
False() om n evalueras till en konstruerar-applikation som inte dr ett tal
men det verkar omojligt. Foresla en utvidgning av spraket s att man

14tt kan uttrycka sadana program. Foresla ny konkret syntax, ny ab-
strakt syntax och ge (informell och formell) semantik f6r utvidgningen!

Sprakets operationella semantik ges av foljande definition:

e — lambdaf(i, e3) eslic—e] — d
apply(er,e2) — d

e — constr(i, e’) lookup(t,i,e”) apply(e”,e’) — d
case(e,t) — d

e — struct(t) lookup(t,i,e’) el —d
proj(e,i) — d

e[ie—rec(i,e)] — d
rec(i,e) — d

string(i) — string(i)
lambda(1i, e) — lambday(i, e)
constr(i, e) — constr(i, e)

struct(t) — struct(t)

Svar: Denna uppgift 4&r en av 6vningarna pa hemsidan. Dér finns
ocksa ett forslag till 16sning.

Lycka till!



