Goteborgs Universitet och Chalmers Tekniska Hogskola 2000-01-01
Datavetenskap INNI11

Tentamen i Berikningsmodeller

Mandagen den 16 december 2000, kl 8.45 — 13.45 i V-huset

Ansvarig larare: Bengt Nordstrom, tel 1033 eller 0707 - 87 77 29

Tillatna hjilpmedel: Inga.

Bérja varje uppgift pa nytt blad. Skriv endast pa en sida av papperet. Varje svar
skall motiveras! Den hir skriftliga tentamen utgor en del (75 %) av den totala
examinationen, den andra delen (dvs. 25 %) bestar av de inlamingsuppgifter
som har delats ut under kursens gang. For arets och forra arets elever giller
alltsa att summan av podngen fran inlamningsuppgifterna och den skriftliga ten-
tan skall vara minst 100 for att fa godkint pa kursen. Examensvisning kommer
att d4ga rum mandagen den 22 januari kl 15.30 i MD8. Datum fér omtenta-
men kommer att annonseras pa kursens hemsida. Losningar till den hér tentan
kommer ocksa att finnas tillginglig fran kursens hemsida.

1. Ge ett exempel pa ett Ad-uttryck som har variabeln x fri, men vars virde
(normalform) ej beror pa x.

Svar: I uttrycket (Az.Ay.y)x finns variabeln x fri. Uttryckets
normalform &r Ay.y, som ej beror pa x.

2. Skriv ett program i x som ej innehaller rec-konstruktionen och som ej
terminerar.

Svar: Eftersom x &r ett otypat sprak kan vi anvinda foljande
term (som ej terminerar) fran A-kalkyl:

(Ax.xx)(Ax.xx)

3. Kan man rikna upp 9(IN), mingden av alla delmiangder av N ? Motivera!

Svar: Det kan man inte. Vi kor vart gamla diagonaliseringsargu-
ment igen: Om man kunde det fanns det en total surjektiv funk-
tion F € N — p(N) som riknar upp alla delméingder. Vi kan nu
definiera en méngd D som inte finns med i upprikningen genom
att lata talet k finnas i méangden D om och endast om k & F(k).
Om D skulle finnas med i upprikningen skulle D = F(i), for
nagot i. Vi fir nu en motsigelse eftersom vi har att i € D om
och endast om 1 ¢ F(i).

4. Bevisa att man i Haskell (eller nagot annat funktionellt sprak) inte kan
skriva en funktionhalt :: (Nat -> Nat) -> Nat -> Bool som ir sadan
att (halt f i) evaluerar till true om (f i) terminerar och annars eva-
luerar till false .
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Svar: Detta &r bara en enkel variant av det extensionella stopp-
problemet. Om vi har en funktion halt enl ovan skulle vi kunna
definiera en funktion termcnv genom

termcnv £ i = if (halt f i) then loop else 1

som har egenskapen att termenv f i terminerar om och endast
om f i ejterminerar. Detta géller for alla funktioner £. Speciellt
for den funktion strange som &r definierad av

strange i = termcnv strange i

Definitionen av strange visar att termcnv strange i termine-
rar samtidigt som strange i, vilket motsiger egenskapen ovan.

5. I den hir uppgiften skall ni formalisera ett litet sprak fér aritmetik.

Sprakets konkreta syntax kan beskrivas pa foljande sétt:

e
er=x|nlet+elexelete] Ze

X=€e

vilket betyder att ett uttryck antingen ar en variabel (t.ex. i), ett tal
(t.ex.314), en addition (t.ex. 454 1), en multiplikation (t.ex. 5% 3) eller en
summation (t.ex.Zl(iO]O 1+ x+1). Vi antar att vi i en summation ) ;_,f

inte har nagra forekomster av variabeln x i uttrycken d och e.

(a) Ge den abstrakta syntaxen for spraket! Ni kan utga fran att vi redan
har definierat Z, méngden av heltal.

(b) Vad betyder det att variabeln x &r fri i uttrycket e?

(c) Definiera substitutionsoperationen ej[x « e;], det uttryck man far
genom att substituera uttrycket e, for alla fria forekomster av vari-
abeln x i uttrycket e;. Vi kan anta att uttrycket e, ar slutet.

(d) Varfor blir det mer komplicerat att definiera substitutionsoperatio-
nen om uttrycket e, inte dr slutet?

Svar:
(a) Viantar att vi har en given ondlig méngd Id. Den abstrak-

ta syntaxen definieras genom foljande induktiva definition
av mingden Exp:

var(i) € Exp om i€ld
int(j)) eExp om jeZ

)

)

plus(d,e) € Exp om d,e € Exp

mult(d,e) € Exp om d,e € Exp
)

sum(i,d,e,f) € Exp om ield,d,e, f € Exp

(b) Summationsuttrycket Y2 ez binder variabeln x i uttryc-
ket e3. Vi kan ju byta ut variabeln x mot nagon annan va-
riabel om vi bara gér samma byte i uttrycket e3. Darfor far

vi f6ljande definition av att en variabel &r fri i ett uttryck:



Variabeln x ar fri i uttrycket x.
Variabeln x ar fri i uttrycket d+e om x ar frii d elleri e.
Variabeln x dr fri i uttrycket d x e om x &r frii d eller i e.
Variabeln x ér fri i uttrycket 3 o_; f om x inte ér lika med
y och x &ar frii d elleri e.
(c) Jag ger en definition av substitutionsoperationen med hjélp
av foljande induktion 6ver den abstrakta syntaxen:

var(j)[i—e] —var( ) omi#j
var(i)[i<e] =
int(j)[i—e] —1nt( )
plus(d, f)[i<e] = plus(d[ie], f[i+e])
mult(d,e)[i—e] = mult(d[t%e] fli—el)
sum(j, d,f,g)li—e] =sum(j,d[ie], fli+e],gli—e])
om i#j
sum(i,d,f, g)[i<e] =sum(i, d,f,g)

(d) Antagandet att det uttryck som man substituerar skall vara
slutet leder till en enklare definition av substitutionsopera-
tionen av samma skil som i lambda-kalkyl. Dvs man kan
latt hamna i en situation dir de fria variablerna skulle bin-
das vid substitutionen. Man blir i sa fall tvungen att f6rst
byta namn pa variablerna.

6. Beskriv spraket PRF, mingden av de primitivt rekursiva funktionerna.
Ge den abstrakta syntaxen, ge en informell beskrivning av semantiken f6r
de olika konstruktionerna i spraket. Ge ett exempel (bevis ej nédvandigt)
pa ett program som ej kan uttryckas i spraket.

Svar: Se foreldsningsanteckningarna eller ldroboken (sid 23). Ett
exempel pa ett program som inte kan uttryckas i spraket ar ett
program som inte terminerar.

Lycka till!
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