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» Soktrad.

» Obalanserade.
» Balanserade.

» Prefixtrad (om vi hinner).



Soktrad



Binara soktrad

Binara trad med soktradsegenskapen:
» Tomma binara trad ar soktrad.

» Ett icketomt binart trad ar ett soktrad om:
Vanster och hoger deltrad ar soktrad och
alla element i vanstra deltradet <
elementet i roten <
alla element i hogra deltradet.



Binara soktrad

» Behover kunna jamfora element,
t ex med komparator.
» Komparatorn antas (oftast?)
implementera en strikt total ordning:
» Omz <yochy<zsdaarz < z.
» Exakt en av foljande galler:
r<yYy,r=9y, T >Y.



Komparator i Haskell

Komparator for typen a:
data Ordering = LT | EQ | GT

a -> a —-> Ordering

Typklassen Ord innehdller compare:

compare :: Ord a => a -> a -> (Ordering

compare 2 3 = LT
compare 2 2 = EQ
compare 3 2 = GT



Binara soktrad

Soktrad kan anvandas for att implementera
utokad mangd-/avbildnings-ADT:

>
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Konstruerare: Tom méngd/avbildning.
member (k) /lookup (k).
insert (k) /insert (k,v).
delete(k).

find-min() /find-max ().
delete-min() /delete-max ().

iterator():
Gar igenom elementen i sorterad ordning.



Binara soktrad

Soktrad kan anvandas for att implementera
utékad mangd-/avbildnings-ADT:

» empty: Tom mangd/avbildning.
member k t/lookup k t.
insert k t/insert k v t.
delete k t.
delete-min t/delete-max t.

vV v v v Vv

inorder t:
En sorterad lista med alla element.



Vilka trad ar binara soktrad?
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Obalanserade binara soktrad

En mojlig implementation:

module BinarySearchTree
(Tree, empty, member, insert,
deleteMin, delete, inorder)
where

data Tree a = Empty
| Node (Tree a) a (Tree a)

empty :: Tree a
empty = Empty



Obalanserade binara soktrad

data Tree a = Empty
| Node (Tree a) a (Tree a)

-- Kan so6ka rekursivt:
member :: Ord a => a -> Tree a —-> Bool
member x Empty = False
member x (Node 1 y r) = case compare x y of
LT -> member x 1
EQ -> True
GT -> member x r



Obalanserade binara soktrad

-- 86k, stoppa in.
insert :: Ord a => a -> Tree a -> Tree a
insert x Empty = Node Empty x Empty
insert x (Node 1 y r) = case compare x y of
LT -> Node (insert x 1) y r
EQ -> Node 1 x r —-- Skriver over.
GT -> Node 1 y (insert x r)



Obalanserade binara soktrad

-- Minsta vardet finns l&ngst till vanster
-- (om trédet inte &r tomt).

deleteMin :: Tree a -> Maybe (a, Tree a)
deleteMin Empty = Nothing
deleteMin (Node 1 x r) = case deleteMin 1 of

Nothing -> Just (x, r)
Just (min, 1') -> Just (min, Node 1' x 1)



Obalanserade binara soktrad

Hur tar man bort ett element? Forslag:
» Hitta nod som ska tas bort (om négon).
» Latt om noden inte har ndgot hogerbarn.

» Annars:
Ta bort hogra deltradets minsta elementet,

anvand som nodens innehall.

Alternativ: Lat borttagning.



Obalanserade binara soktrad

delete :: Ord a => a -> Tree a -> Tree a
delete x Empty = Empty
delete x (Node 1 y r) = case compare x y of
LT -> Node (delete x 1) y r
GT -> Node 1 y (delete x r)
EQ -> case deleteMin r of
Nothing -> 1
Just (min, r') -> Node 1 min r'



Obalanserade binara soktrad

-— G&r igenom trddet i inordning.

—- Postcondition: Listan ar sorterad.

inorder :: Tree a -> [a]

inorder Empty =[]

inorder (Node 1 x r) = inorder 1 ++ (x : inorder r)



Obalanserade binara soktrad

-— G&r igenom trddet i inordning.

—- Postcondition: Listan ar sorterad.

inorder :: Tree a -> [a]

inorder Empty =[]

inorder (Node 1 x r) inorder 1 ++ (x : inorder r)

Tidskomplexitet for xs ++ ys: O(|xs|).



Vad ar varstafallstidskomplexiteten for
inorder t (om t innehaller n element)?
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Obalanserade binara soktrad

Mer effektivt med ackumulator,
(:) har tidskomplexiteten ©(1):

inorder :: Tree a -> [a]

inorder t = inorder' t []
where
inorder' :: Tree a -> [a] -> [al
inorder' Empty XS = XS

inorder' (Node 1 x r) xs =
inorder' 1 (x : inorder' r xs)

Notera att

. \ .
inorder' t xs = inorder;sn,.., t ++ xs.



Obalanserade binara soktrad

En mojlig implementation:

public class BinarySearchTree
<A extends Comparable<? super A>> {

private class Node {
A contents;
Node left; // null om vanster barn saknas.
Node right; // null om héger barn saknas.

Node (A contents) {
this.contents = contents;

b

private Node root; // null om tradet &r tomt.



Obalanserade binara soktrad

Iterativ kod:

public boolean member(A a) {
Node here = root;

while (here != null) {
int cmp = a.compareTo(here.contents);
if (cmp < 0) { here = here.left; }
else if (cmp > 0) { here = here.right; }
else return true;

+

return false;



Obalanserade binara soktrad

Rekursiv kod (varning for stack overflow):

public void insert(A a) {
root = insert(a, root);

}

private Node insert(A a, Node n) {
if (n == null) return new Node(a);

int cmp = a.compareTo(n.contents);

if (cmp < 0) n.left = insert(a, n.left);
else if (cmp > 0) n.right = insert(a, n.right);
else n.contents = a; // Skriver dver.

return n;



Obalanserade binara soktrad

Tidskomplexitet:
» inorder: O(storlek).
» deleteMin: O(hdjd).
» member, insert, delete:
O(hdjd), givet att jamforelser tar konstant tid.
Hojd:
» Varsta fallet: ©(storlek).

» Varsta fallet uppstar t ex om man
satter in elementen 1, 2, 3, 4, ...

Kan vi se till att varstafallshdjden ar ©(log storlek)?



Balanserade
soktrad



Balanserade soktrad

Soktrad som ar balanserade,
med hojden O(log storlek):
» AVL-trad (Adelson-Velsky & Landis/
Apenbcén-Bénbckuii & Jlanguc).
» Rod-svarta trad (JDK: TreeMap).
» Storleksbalanserade trad (Haskell: Data.Map).
» Br-trad.
> ..



AVL-trad



AVL-trad

» Binart soktrad.
» Invariant (for varje nod):
Vanster och hoger deltrad har samma héjd, +1.
» Hojd: O(logn).
» Operationer som andrar tradets struktur
anvander (ibland) rotationer for att
aterstalla invarianten.



Vilka trad ar AVL-trad?
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Implementation:
» Spara hojd i varje nod.
» Alternativ: Spara hojdskillnad (-1, O eller 1).
» Ibland anvands foraldrapekare.



Som fér obalanserade binara soktrad.



insert

Skiss av en algoritm:

» Satt in noden som vanligt.

» G3 tillbaka mot roten, uppdatera hojder.

» Vid forsta obalanserade noden: rotation.
» Antingen enkel- eller dubbelrotation.
>

Det racker med en rotation for att
gora tradet balanserat.



Enkelrotation

Om vi satte in en ny nod i A,
och forsta obalansen hittas i D:

.

h+1 h

>

Hojd innan insattning = h + 2 = ny hdjd.



Dubbelrotation

Om vi satte in en ny nod i C/D/E,
och forsta obalansen hittas i F":

Hojd innan insattning = h + 2 = ny hdjd.
Tva enkelrotationer.



» Kan utgd fran algoritmen for
obalanserade binara soktrad.

» Kan behova rotera flera ganger.
» Alternativ: Lat borttagning.



Animerat: http://www.qgmatica.com/
DataStructures/Trees/AVL/AVLTree.html.


http://www.qmatica.com/DataStructures/Trees/AVL/AVLTree.html
http://www.qmatica.com/DataStructures/Trees/AVL/AVLTree.html
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Rod-svarta
trad



» JDK 8: TreeSet, TreeMap.
» Hojd: O(logn).



Rod-svarta trad

Invariant:

» Alla noder ar svarta eller roda.
Roten ar svart.
Roéda noder har svarta barn.

vV v Vv

Alla (enkla) vagar fran roten till
noder med max ett barn
innehaller lika manga svarta
noder.




B-trad



B-trad

» Vad hander om en avbildning inte far plats i
minnet, och lagras pa en harddisk e d?

» Lasa fran harddisk: Kanske ~ 10°% ganger
ldangsammare an CPU-instruktion.

» Var modell fungerar inte sa bra.

» Alternativ modell: Rakna diskoperationer,
CPU-instruktioner gratis.

» OK att gora nagot (rimligt) komplicerat
om vi kan minska antalet diskoperationer.



B-trad

Nagra idéer:
» M-ara trad istallet for binara:

» Kompletta trad grundare (log, n).
» < M — 1 nycklar per intern nod.

» Gor noder som ska sparas pa disk sa stora att
de fyller ett diskblock (nar de ar fulla).



» Anvands i filsystem och databaser.



Prefixtrad



» Kan implementera mangder och avbildningar.
» Nycklar: strangar.



{ n ||7 "apall, ||apor||, llarll’ Ilarg", ||arm||
» Trad med a
tecken p3 /CD\
kanterna. P’ r'
» Noder: Q/ \Q

» Medlem?
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Prefixtrad (tries)

Mangd:
data Trie k =
Node Bool (Map k (Trie k))

Négra operationer:

empty :: Trie k
member :: [k] -> Trie k -> Bool
insert :: [k] -> Trie k -> Trie k

delete :: [k] -> Trie k -> Trie k
toList :: Trie k -> [[k]]

Om tradet gas igenom i preordning:
toList t ar en lexikografiskt sorterad lista.



Prefixtrad (tries)

Avbildning:
data Trie k v =
Node (Maybe v) (Map k (Trie k v))

Négra operationer:

empty :: Trie k v

lookup :: [k] -> Trie k v -> Maybe v
insert :: [k] -> v -> Trie k v -> Trie k v
delete :: [k] -> Trie k v -> Trie k v

tolList :: Trie k v -> [([k], v)]



Prefixtrad (tries)

Nagra alternativ for Map:

Array  Enkellankad lista AVL-trad

Storlek O(]X]) O(c) O(c)
Sokning O(1) O(c) O(logc)
Inséttning  O(|X]) O(c) O(logc)

» 3 Alfabetet (0,1, ..., |3 —1).
» c: Antalet barn (¢ < |X]).



Vad ar varstafallstidskomplexiteten for att
testa medlemskap av en strang i en mangd
som innehaller n strangar? Varje strang har
langd /, prefixtradet anvander arrayer, och
hashfunktionen har tidskomplexiteten O (7).

» Hashtabell: ©(¢).

» Hashtabell: ©(¢n).

» Prefixtrad: O(7).

» Prefixtrad: ©(¢n).

» AVL-trad: ©(logn).
» AVL-trad: ©(¢logn).



Prefixtrad (tries)

vV v v Vv

v

Det finns flera varianter av prefixtrad.
En variant: HAMTs (hash array mapped tries).
| Haskell: HashMap i unordered-containers.

Nycklar: Hashkoder som ses som
strangar av sma tal, kanske 4 bitar i varje.

Risk for kollisioner.
Komprimerade arrayer, utan tomma deltrad:

» Bitmap visar vilka barn som finns.
» Processorinstruktion for Hammingvikt
kan gora datastrukturen mer effektiv.

Kan goras persistent.



Sammanfattning

ldag:
» Balanserade soktrad.
» Prefixtrad (kanske).

Nasta gang:
» Duggan lamnas ut.
» Prefixtrad (kanske).
» Skipplistor.
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