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Prioritetskoer:
» Binara heapar.
» Heapsort.
» Leftistheapar.
» Maxifobiska heapar.



Varstafalls-
tids-
komplexitet



Varstafallstidskomplexitet

» En viss algoritm kan ta olika lang tid for olika
indata som har samma storlek.

» Varstafallstidskomplexiteten anger hur snabb
algoritmen &r i det varsta fallet for (t ex)
indata av en viss storlek:

Torst case<n> — Sup{ T(x> | Size(x) =n } .

(Kan vara odefinierad.)



Varstafallstidskomplexitet

En fraga frén forra forelasningen var daligt
formulerad. Battre:

Om man implementerar prioritetsko-ADTn med ldankade listor,

vad blir varstafallstidskomplexiteten {ev-ameorterad) for
insert och delete-min?

» insert: O(1
» insert: O

» insert: O(n), delete-min: O(1
» insert: O(n), delete-min: O

Kunde ocksa anvant O istallet for ©.



Binara
heapar



Binara heapar

Kompletta binara trad med
heapordningsegenskapen.

Heapordningsegenskapen

Varje nod ar mindre an eller lika med alla sina barn.

Komplett binart trad

Sa lagt som mojligt, alla nivaer helt fyllda
utom mojligtvis den sista, som ar fylld frdn vanster.

En bindr heap med n noder har héjden O(logn).



Implementation av binara heapar

Tom ko: Tomt trad.
find-min: Ge tillbaka roten.
insert: Stoppa in sist. Bubbla upp.

vV v v Vv

delete-min: Ta bort roten.

Stoppa in sista elementet 6verst. Bubbla ned.
Ge tillbaka gamla roten.

» modify-key: Andra prioritet,

bubbla at ratt hall.

Bubbla upp/ned tills heapordningsegenskapen
aterstallts.



Tidskomplexitet

Om man kan hitta noderna snabbt:
» Tom ko: ©(1).
» find-min: O(1).
» insert: O(logn) (kanske amorterat).
» delete-min: O(logn) (kanske amorterat).
» modify-key: O(logn).
(Givet att jamforelser tar konstant tid.)

De flesta noderna ar langt ned i tradet.
Medelkomplexitet for insert: O(1).



Implementation av binara heapar

Kan representera tradet med array (labb 2).
» Roten pa position 1.
Sista elementet pa position n.
Forsta tomma cellen pd position n + 1.

Nod s hogra barn: 27 + 1.

>
>

» Nod s vanstra barn: 2.

>

» Nod is foralder (¢ > 1): [i/2].






Nar man implementerar modify-key,
hur hittar man noden snabbt?

Kan anvanda extra datastruktur.

Exempel: Hashtabell.



build-heap

build-heap: Konverterar lista/array/... till heap.

» Stoppa in alla elementen i godtycklig ordning.

» Bubbla ned ett element i taget,
med borjan pad det nedersta, hograste.
(Kan hoppa over alla l6v.)

Heapordningsegenskapen uppfylls
(kan bevisas med induktion).



build-heap: tidskomplexitet

» Tid for viss nod: O(nodens hojd).
(Givet O(1)-jamforelser.)

» Total tid: O(summan av alla hdjder).

» Nastan alla noder ar langt ned.

» Total tid: O(n).

» Bevis: Se boken.



Heapsort

Konstruera en sorteringsalgoritm baserad pa
binara heapar. Vad ar dess tidskomplexitet,
givet att jamforelser tar konstant tid?
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Leftistheapar



merge

» Det verkar inte gd att sld ihop tva
binara heapar, implementerade med arrayer,
pa ett effektivt satt.

» Med leftistheapar: O(logn)
(med O(1)-jamforelser).

» Leftistheapar, implementerade i Haskell,
ar ocksa persistenta.



Leftistheapar

» Heapordnade (ofta pekarbaserade) binara trad,
med extra invariant (senare).

» Grundlaggande operation: merge.

» Latt att implementera insert, delete-min
med hjalp av merge.



Leftistheapar

—-— Invariant fér Node x 1 r:
—-— % x ar mindre an eller lika med
-- alla element i 1 och r.
data PriorityQueue a
= Empty
| Node a (PriorityQueue a) (PriorityQueue a)

empty :: PriorityQueue a
empty = Empty

isEmpty :: PriorityQueue a -> Bool
isEmpty Empty = True
isEmpty (Node _ _ _) = False



Leftistheapar

insert :: Ord a =>
a —> PriorityQueue a -> PriorityQueue a
insert x t = merge (Node x Empty Empty) t

-— Precondition: Kén far inte vara tom.

findMin :: PriorityQueue a -> a

findMin Empty = error "findMin: Tom ké."
findMin (Node x _ ) = x

—-- Precondition: Koén f&r inte vara tom.
deleteMin :: Ord a =>

PriorityQueue a -> PriorityQueue a
deleteMin Empty = error "deleteMin: Tom ko."
deleteMin (Node _ 1 r) = merge 1 r



Leftistheapar

merge :: Ord a =>
PriorityQueue a -> PriorityQueue a —>
PriorityQueue a
merge Empty r =r
merge 1 Empty =1
merge 1@(Node x1 11 rl) r@(Node xr 1lr rr)
if x1 <= xr then
Node x1 ? ? -- Ska anvanda 11, rl och r.
else
Node xr 7?7 ? -- Ska anvidnda 1, 1lr och rr.



Node x1 ? ? -- Ska anvanda 11, rl och r.

Vilka tva heapar ska slas ihop?

» Beskriv egenskapen hos de tva heapar
som ska slas ihop.

» Mal: O(logn) rekursiva anrop till merge.

» Tjuvtitta inte pa nasta slide.



Maxifobiska heapar (sidospar)

Om vi slér ihop de tva minsta heaparna:
» Andelen noder i de tvd heaparna < 2.

» Lat M (n) vara storsta mojliga antalet
anrop till merge da vi slar ihop
tvd heapar med total storlek n:



Tar tid att berakna storleken.

» Kan spara storlek i noder.



» -1 for tomma trad.

» Annars: Antal steg fran roten
till narmaste noden med max ett barn.

npl :: PriorityQueue a -> Integer
npl Empty = -1
npl (Node _ 1 r) =1 + min (npl 1) (npl r)



Leftistheapar

Null path length

» -1 for tomma trad.

» Annars: Antal steg fran roten
till narmaste noden med max ett barn.

height :: PriorityQueue a —-> Integer
height Empty = -1
height (Node _ 1 r) = 1 + max (height 1) (height r)



Leftistheapar

» De forsta 1 +npl ¢ nivderna maste vara fulla:
size t > 2Mfmpl b __ 1,

(Enkelt induktionsbevis.)

» Alltsa:
npl t = O(logn),

dar n ar tradets storlek.



Leftistheapar

Om vi slér ihop heaparna med minst npl:

» Summan av de tva heaparnas npl minskar med
minst ett for varje rekursivt anrop.

» Till att borja med
(om heaparna har total storlek n):

npl 1+ npl r = O(logn).

» Minsta mojliga npl-summa: —2.
» Antalet anrop till merge: O(logn).



Leftistheapar

Leftistheapar implementeras dock pa ett annat satt.
merge traverserar hogerryggraderna:

merge :: Ord a =>
PriorityQueue a -> PriorityQueue a ->
PriorityQueue a
merge Empty r =r
merge 1 Empty =1
merge 1@(Node x1 11 rl) r@(Node xr 1lr rr)
if x1 <= xr then
Node x1 11 (merge rl r)
else
Node xr 1lr (merge 1 rr)

(Inte fardigoptimerad!)



Leftistheapar

» Trad kan vara valdigt obalanserade:
inga vansterbarn, bara hogerbarn.

» Det gor merge linjar (i varsta fallet).
» Losning: Se till att hogerryggraden ar kort.



For Node x 1 r, npl 1 > npl r.

Om invarianten galler:
» Antal noder pad hogerryggraden:

1 +npl t=0(logn),

dar n ar ts storlek.
» Alltsd ar hogerryggraden kort.



1. Heapordnad.
2. Leftist.



|dentifiera leftistheaparna.



Leftistheapar

» Den foregdende implementationen av merge
bryter ibland leftistinvarianten.

» Enkel [6sning:

Byt plats pa det vanstra och det hogra
deltradet.



Leftistheapar

Gammal kod:
merge :: Ord a =>
PriorityQueue a -> PriorityQueue
PriorityQueue a
merge Empty r
merge 1 Empty
merge 1@(Node x1 11 rl) r@(Node xr 1lr rr)
if x1 <= xr then
Node x1 11 (merge rl r)
else
Node xr 1lr (merge 1 rr)



Leftistheapar

Ny kod:
merge :: Ord a =>
PriorityQueue a -> PriorityQueue
PriorityQueue a
merge Empty r
merge 1 Empty

merge 1@(Node x1 11 rl) r@(Node xr 1lr rr)
if x1 <= xr then
node x1 11 (merge rl r)
else
node xr lr (merge 1 rr)



Leftistheapar

Smart konstruerare som ser till att
leftistinvarianten galler:

—— Precondition f6r node x 1 r:
-— % X ar mindre &n eller lika med
- alla element i 1 och r.
node :: a —-> PriorityQueue a -> PriorityQueue a ->
PriorityQueue a
node x 1 r =
if npl 1 >= npl r then
Node x 1 r
else
Node x r 1



Leftistheapar

En sista forandring:
» Den rekursiva berdkningen av npl ar onddig.
» Istallet: Spara npl-vérden i noder.

-- Invarianter:
data PriorityQueue a
= Empty
| Node Integer a (PriorityQueue a)
(PriorityQueue a)

npl :: PriorityQueue a -> Integer
npl Empty = -1
npl (Noden _ _ ) =n






modify-key

Om datastrukturen inte kan uppdateras:
» Leta efter nod: O(n).
» Bubbla upp eller ned: O(n).

Om vi har en lamplig uppdateringsbar datastruktur
och vi kanner till nodens position:

» modify-key kan implementeras med
tidskomplexiteten O(logn).

| bada fallen: Om jamforelser tar konstant tid.



build-heap

» En binar heap ar en leftistheap.

» Med [amplig uppdateringsbar datastruktur:
Kan anvanda ungefar samma algoritm
som for binara heapar.



build-heap

O(n)-implementation som fungerar dven om
datastrukturen inte kan uppdateras:

fromList :: Ord a => [a] -> PriorityQueue a
fromList xs =
mergeAll [ node x empty empty | x <- xs ]
where
mergeAll [] = empty
mergeAll [q] = q
mergeAll gs mergeAll (mergePairs gs)

mergePairs (1 : r : gs) = merge 1 r :
mergePairs gs
mergePairs [q] = [q]

[]

mergePairs []



Prioritetskoer,
samman-
fattning



Tidskomplexiteter

Binar heap Leftistheap
(icke modifierbar)

find-min  O(1) O(1)
delete-min O(logn) O(logn)
insert ©(1) (medel) O(logn)
modify-key O(logn) O(n)
merge O(n) O(logn)
build-heap ©O(n) O(n)

(Om jamforelser tar konstant tid.)



Jamforelse pa Wikipedia.


http://en.wikipedia.org/wiki/Heap_%28data_structure%29#Comparison_of_theoretic_bounds_for_variants

Sammanfattning

ldag:
» Varstafallstidskomplexitet.
» Prioritetskoer.

» Binara heapar.
» Leftistheapar.
» Maxifobiska heapar.

Nasta gang:
» Hashtabeller.
» Mer om sortering.
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