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1. Trdd- och kéoperationerna har alla tidskomplexiteten O(logs), dar s ar
antalet element i trddet/kon (notera att jamforelser tar konstant tid):
e t.deleteMin: O(logs), dir s dr antalet element i t.
o t.insert: O(logs), dir s dr antalet element i t.
e g.deleteMin: O(logs), dir s dr antalet element i g.

o q.insert: O(logs), dir s ar antalet element i q.

Eftersom alla element ar olika blir tidskomplexiteten

2 (O (Z log S) +0 (“z: log s) ) + O(n) = O(log(n!)) = O(nlogn),
s=n s=1

dédr termen O(n) hérrér fran loopadministration: test av loopvillkor m m.

2. (a) public int size() {
int length = 0;
Node here = first;

while (here !'= null) {
length++;
here = here.next;

}

return length;



(b) Lat oss anvianda en hashtabell for att halla reda pa de noder som vi
redan har besokt:

public int size() {
Set<Node> seen = new HashSet<>();
Node here first;

while (here '= null && ! seen.contains(here)) {
seen.add (here) ;
here = here.next;

}

return seen.size();

}

Om vi antar att hashtabellsoperationerna tar amorterat konstant tid
sa utfors amorterat konstant arbete per listnod, och amorterat kon-
stant ovrigt arbete, och i sa fall &r algoritmen linjér i listans storlek
(O(n), dér n ar storleken).

3. Anvind ett prefixtrdd. En mojlighet dr att anvinda foljande datatyp:

-- Invariant: Ingen BitTrie fdr ha formen
-- Node False Empty Empty.
data BitTrie

= Empty

| Node Bool BitTrie BitTrie

[ ] ger semantiken av en BitTrie som en méngd av bitstringar:

[Empty] =0

[Node b I r]={[1|b=True} U
{0 :s|se[]}u
{1 : s]se[r]}

Notera att invarianten medfor att [t] = () om och endast om ¢ = Empty.
(Det kan bevisas med induktion.)

Operationerna kan implementeras pa foljande sétt:

o empty: Skapa ett tomt trad (Empty). Tidskomplexitet: O(1).

o insert: Sitt in stridngen i tradet. Tidskomplexitet: O(¢). Notera att
det &ar latt att se till att insdttningsalgoritmen bevarar invarianten
ovan.

(For ett exempel pa en implementation, se uppgift 6 pa tentan fran
december 2013, men byt ut True mot 0 och False mot 1.)

e someMemberStartsWith: Uppgiften ar att avgdra om en given string
s ar ett prefix av ndgon stréng i trddet. Det kan man gora genom att



sOka efter s. Om man stoter pa det tomma tridet sa ar svaret nej,
och annars dr svaret ja:

isPrefix :: [Bit] -> BitTrie -> Bool
isPrefix _ Empty = False
isPrefix [] _ = True
isPrefix (0 : s) (Node _ 1 _) = isPrefix s 1

isPrefix (1 : s) (Node _ _ r) = isPrefix s r

Notera att den hér funktionen som vérst ar linjér i bitstrangens lingd
(tidskomplexitet: O(¢)).
Man kan bevisa att funktionen &r korrekt,

isPrefix s t = True < 3s’ € [t]. s &r ett prefix av ¢,

med strukturell induktion. Betrakta foljande fyra uttémmande fall:

— ¢t = Empty: Hér ska man bevisa en ekvivalens mellan tva osanna

pastaenden:
isPrefix s t = True =
False = True =

Js’ € (. s dr ett prefix av 8. <
3s’ € [t]. s ar ett prefix av s'.

— s = [1, t # Empty: Invarianten ger att [t] # (), varfor man far

att
isPrefix s t = True =
True = True =
[t] #90 <

3s” € [t]. [ ar ett prefix av s’.

—s5=0 : §,t=Node _ | _: Induktionshypotesen ger att

isPrefix s t = True e
isPrefix s’ | = True REN
ds” € [I]. s" ar ett prefix av s” &

3s” € [t]. 0 : ¢ ar ett prefix av s”.

—s=1: s, t=Node _ _ r: Induktionshypotesen ger att
isPrefix s t = True =
isPrefix s’ r = True &
3s” € [r]. s" ar ett prefix av s” &

3s” € [t]. 1 : s ar ett prefix av s”.



4. Algoritmens steg ("kédnda” noder har heldragna kanter, och nodetiketterna
ar de bésta kdnda avstanden):

Vi far f6ljande lista: [(a,0), (b, 1), (d,2), (e, 2), (¢, 5)].

[310,150, 824,794, 357].

i. [310,824, 150, 357, 794).
iii. [150,310,357, 794, 824].

Mergesort, fungerar, givet att en stabil implementation anvinds.
Heapsort ar vanligtvis inte stabil, i vilket fall algoritmen inte fun-
gerar. Betrakta foljande lista: [10,11]. I forsta steget sorterar vi
med avseende pa sista siffran, och far da [10, 11]. T andra steget
sorterar vi med avseende pa forsta siffran. Vi utgar fran arrayen
. Forsta steget i sorteringen ar att bygga en maxheap
med build-heap-algoritmen. Eftersom tradet som arrayen repre-
senterar redan uppfyller heapinvarianten sé ligger alla element
kvar (( 10 [ 11 |). Nésta steg &r att ta bort heapens dversta ele-

ment r = 10 (), sitta heapens sista element Gverst
(11 ] ), bubbla ned det éversta elementet (| 11 | ]), och
sitta in 7 sist i arrayen (| 11 | 10 |). Den slutgiltiga listan blir
[11,10], som inte &r sorterad.



6. Lat oss anta att noderna ar numrerade fran 0 till v — 1, och att grafen re-
presenteras av grannlistor: en array med storlek v, dér position ¢ innehéller
en ldnkad lista med nod is direkta efterfoljare.

Notera att man kan ta fram en méngd innehallandes alla noder som kan
nas fran en nod u pa foljande satt: utfor en djupet férst-sdokning med bor-
jan i u, och lagg varje nod som besoks i en fran borjan tom méngd. Om
méngden implementeras med en bitarray av storlek v s& ar tidskomplexi-
teten! O(v + e) (dér e ér antalet kanter i grafen).

Algoritmen:

(a) Anvénd algoritmen ovan for att ta fram en mingd A med noderna
som kan nas frén a. Tidskomplexitet: O(v + e).

(b) Anvénd algoritmen ovan for att ta fram en mingd B med noderna
som kan nas fran b. Tidskomplexitet: O(v + €).

(¢) Berdkna snittet av de tvad méngderna. Resultatet &r en méngd C =
A N B som innehaller exakt de noder som kan nas fran bade a och
b. Avgdr om C &r tom, i vilket fall algoritmens svar ar nej. Tidskom-
plexitet: O(v).

(d) Sortera grafen topologiskt, och notera vilken nod d i C' som hamnar
tidigast i den topologiska ordningen. Tidskomplexitet: O (v + e).

(e) Det aterstar att avgora om nagon nod ¢ i C' har egenskapen att alla
andra noder i C' kan nas fran c. Definitionen av topologisk ordning
ger att den enda noden som kan ha den hir egenskapen ér d. Anvind
algoritmen ovan for att ta fram en méngd D med noderna som kan
nas fran d, och avgér om C' ar en delméngd av D. Om sa &r fallet s& &r
algoritmens resultat ja, och annars ar resultatet nej. Tidskomplexitet:

O(v+e).

Sammanlagd tidskomplexitet: ©(v + €). Algoritmen &r alltsd linjar i gra-
fens storlek, vilket kanske kan anses vara effektivt. Notera dock att algo-
ritmen besoker noder som inte kan nas fran a eller b, och plats allokeras
dessutom for sdidana noder i méngderna. Med lite andra val av datastruk-
turer och algoritmer (t ex kan hashtabeller anviindas for att implementera
méngder) kan man (givet tillrdckligt bra hashfunktioner) konstruera en al-
goritm med tidskomplexitet ©(v" 4 €’), dér v" &r antalet noder som kan
nés fran a och/eller b, och e’ &r totala antalet kanter som lamnar dessa
noder.

Med en effektiv implementation. Liknande brasklappar giller for flera andra pastdenden i
det har 16sningsforslaget.



