Euklides algoritm for storsta gemensamma delaren

Givet tva naturliga tal a och b, som inte bada tva ar 0, hur raknar man ut stérsta gemensamma
delaren av a och b?

Euklides har kommit p& en metod (algoritm) for detta:

0. Bdrja med att skriva ner de tva talen a och b pa en rad.

Nu upprepar vi detta:

1. Titta pa raden vi har just skrivit ner, dar vi har talen x och y.

2. Vi ar fardiga om ...
- ... nagot av talen ar 0: Slutgiltiga svaret ar det andra talet.

(- ... nagot av talen ar 1: Slutgiltiga svaret ar da 1.
- ... talen ar lika: Slutgiltiga svaret ar da det talet.)

3. Om vi inte ar fardiga an, da skapar vi en ny rad met tva nya tal:
-om x >y, da ar de nya talen (x-y) och 'y

-omx <y, daardenyatalen x och (y-x)

4. Ga tillbaka till 1.

Exempel 1: Stérsta gemensamma delaren av 6 och 21 ar 3:

6 21 | (start)

6 | 15 | (15=21-6)

6 | 9 |(9=15-6)

6 | 3 [(3=9-6)

3 | 3 |(3=6-3)

vi ar fardiga och svaret ar 3.

Exempel 2: Stérsta gemensamma delaren av 8 och 21 ar 1:



8 21 | (start)

8 | 13 | (13=21-8)

8 | 5 |(9=13-8)

3 | 5 |(3=8-5)

3 | 2 |@=5-3)

1 |2 |(1=3-2)

vi ar fardiga och svaret ar 1.

Varfor fungerar detta? Vi behdver visa tva saker: (1) processen kommer att ta slut nagon gang,
och (2) nar den tar slut producerar den ratt svar.

For att visa (1) racker det med att konstatera att summan av de tva talen pa varje rad alltid ar
positiv. Dessutom minskar summan av talen pa varje rad i varje steg. Alltsa finns det bara ett
begransat antal steg vi kan ta innan vi ar fardiga.

For att visa (2) konstaterar vi forst att storsta gemensamma delaren av de tva talen pa varje rad

ar samma som den stérsta gemensamma delaren av de tva talen pa féregaende raden. Detta ar
sa for att vi vet att:

sgd(x,y) = sgd(x-y,y) = sgb(x,y-x)

Vi har alltsa hittat en invariant. Storsta gemensamma delaren av de tva talen pa varje rad ar
alltsd samma som den stérsta gemensamma delaren av de tva talen vi bérjade med: a och b.

Dessutom producerar vi ratt svar nar vi slutar darfor att:

sgd(0,x) = x
sgd(x,0) = x
sgd(x,x) = x
sgd(1,x) =
sgd(x,1) =




Vi kan gora en liten andring i metoden. | stéllet fér att hela tiden rakna ut a-b eller b-a kan vi
istallet rakna ut a ‘rest’ b eller b “rest’ a. Detta ar korrekt eftersom a ‘rest” b ar ju resultatet man
far nar man drar av b fran a upprepade ganger.

Detta leder till metoden som beskrivs i boken.

Detta ar ocksa metoden man ska anvanda nar man implementerar detta i ett program. (Nar man
raknar for hand har man sallan sa stora tal att det I6nar sig.)

Bezouts identitet

Givet a, b. Vi vill I6sa féljande ekvation:
a-u + b-v =gcd(a,b)

Dar u och v maste vara heltal!

For att hitta en 16sning foreslar boken att man kor Euklides algoritm “baklanges”. Jag beskriver
en annan metod har som jag finner enklare.

Man bérjar med att gora tabellen som tillhér att réakna sgd:n av a och b. Denna bestar utav 2
kolumner som vi kallar for A och B. (Overst i kolumn A skriver vi a, och overst i kolumn B skriver
vib.)

Sen lagger man till 2 kolumner pa vanster sidan, och 2 kolumner pa héger sidan.
| de vanstra 2 kolumnerna skriver vi varden pa u och v sadant att a-u + b-v blir lika med talet
som star pa motsvarande rad i kolumn A. Och i de hégre 2 kolumnerna skriver vi varden pa u

och v sadant att a-u + b-v blir lika med talet som star pa motsvarande rad i kolumn B.

| de vanstra 2 kolumnerna boérjar vi saledes med (1,0) eftersom a-1 + b-0 = a. Och i de hogre 2
kolumnerna bérjar vi med (0,1) eftersom a-0 + b1 = b.

| varje rad subtraherar vi antingen de vanstra kolumnerna fran de hogre, eller tvartom, beroende
pa vad vi gjorde i sgd-tabellen.

Resultatet ar att vi har en I6sning (u,v) fér alla tal som férekommer i sgd-tabellen! Inklusive
sgd(a,b), som var det vi ville ha.

Bast ar att titta pa nagra exempel.



Exempel 1. Vi vill I16sa 6u + 21v = 3.

Vi tar sgd-tabellen fér sgd(6,21), och lagger till 2 kolumner pa vanstersidan och 2 kolumner pa
hdgersidan.

u v u v

1 0 6 21 0 1 (start!)
6 15 -1 1 21 -6, alltsa (0,1) - (1,0) = (-1,1)
6 9 -2 1 15 - 6, alltsa (-1,1) - (1,0) = (-2,1)
6 3 -3 1 9 -6, alltsa (-2,1) - (1,0) = (-3,1)
3 3

Jag skriver “ “ nar vardena ar samma som raden ovan.
Vi kan sluta rakna nar vi har natt en rad dar sgd:n finns med (3 i detta fall).

Du kan kolla att (u,v)-kolumnerna har varden sa att 6u + 21v ar lika med respektive A och B
kolumnen:

-61+210=6
-0-6 + 121 = 21
-(-1)6+1-21=15
-(2)06+1-21=9
-(-3)6+121=3

Alltsa har vi hittat en 16sning: u=-3, v=1.
Exempel 2. Vi vill I6sa 8u + 21v = 1.

Vi tar sgd-tabellen fér sgd(8,21), och lagger till 2 kolumner pa vanstersidan och 2 kolumner pa
hdgersidan.

1 0 8 21 0 1 | (start)

8 13 | -1 1 | 21-8,alltsa (0,1) - (1,0) = (-1,1)

“ “ 8 5 -2 1 | 31-8,alltsa (-1,1) - (1,0) = (-2,1)




3 -1 3 5 “ “ | 8-5,alltsa (1,0) - (-2,1) = (3,-1)

3 2 -5 2 | 5-3,alltsa (-2,1) - (3,-1) = (-5,2)

8 -3 1 2 ¢ “ 3 -2, alltsa (3,-1) - (-5,2) = (8,-3)

Vi kan sluta rakna nar vi har natt en rad dar sgd:n finns med (1 i detta fall).

Du kan kolla att (u,v)-kolumnerna har varden sa att 8u + 21v ar lika med respektive A och B
kolumnen:

-81+210=8

-8-0 +21-1 =21

-8(-1) +21-1=13
-8(-2)+211=5
-8:3+21(-1)= 3
-8(-5)+212=2
-8-8+21-(-3) = 1

Alltsa har vi hittat en 16sning: u=8, v=-3.



