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1. Forsta loopen: O(|X|log|X|).!Andra loopen: O(|Y|log [X|). Ovrigt: O(1).
Totalt: O((|X| + [Y]) log |X]).

2. Representera avbildningarna som AVL-trdd som mappar nycklar till (en-
kelldnkade) listor av virden. I ett sprak som liknar Java:

class multi-map<K,V> {
Map<K,List<V>> map;

multi-map() {
map = new AVLTree<K,List<V>>();
}

void insert(K k, V v) {
List<V> vs = map.lookup(k);
if (vs == null) {
vs = new LinkedList<V>();
}
map.insert(k, vs.insert(v));

}

V delete(K k) {
List<V> vs = map.lookup(k);
// Notera att vi kan anta att vs &r icketom.
V v = vs.head();
vs = vs.tail();
if (vs.empty()) {
map.delete (k) ;
} else {
map.insert(k,vs); // Tar bort den gamla bindningen.
}
return v;
}
}

INotera att Z‘:il logi = log (H‘Zil 'L) = log(|X|!) = ©(X|log |X|).



Notera att om det finns en bindning i tradet for en nyckel k sa ar motsva-
rande lista vs icketom. Alltsa ar trddoperationerna som vérst logaritmiska
i antalet nycklar (det skulle de inte vara om raden map.delete(k); togs
bort). Ovriga operationer tar konstant tid.

. Listrepresentation: Dubbellinkade listor med "vaktposter” i borjan och
slutet samt pekare till vaktposterna. I ett sprak som liknar Java:

class List<A> {
class ListNode<A> {
A contents;
ListNode<A> prev, next;

ListNode(A contents, ListNode<A> prev, ListNode<A> next) {
this.contents = contents;
this.prev = prev;
this.next next;

ListNode<A> head; // Pekar pa forsta vaktposten.
ListNode<A> tail; // Pekar p& sista vaktposten.

// Skapar en tom lista.

List() {
head = new ListNode<A>(null, null, null);
tail = new ListNode<A>(null, head, null);

head.next = tail;

// Lagger till elementen fran ys sist i listan, gér om ys till
// en tom lista.
public void append(List<A> ys) {

tail.prev.next = ys.head.next;

ys.head.next.prev = tail.prev;

tail = ys.tail;

ys.tail = new ListNode<A>(null, ys.head, null);

ys.head.next ys.tail;
}

}
Notera att append tar konstant tid.

. Enkel 16sning: Sortera arrayen, multiplicera de k forsta elementen. Varsta-
fallstidskomplexitet med t ex merge sort eller heap sort: O(nlogn) +
O(k) = O(nlogn).

En annan 16sning: Om &k = 0, ge 1 som svar. Annars, anvind quickselect for
att hitta det k-te minsta talet ¢, multiplicera sedan alla tal < ¢ (det finns



exakt k stycken eftersom talen ar distinkta). Medelfallstidskomplexitet
(med lamplig partitioneringsstrategi): O(n) + O(n) = O(n).

5. Lat oss representera bitlistor som enkellinkade listor av bitar, dar den
minst signifikanta biten ar forst i listan. D& ar det 14tt att implementera
inc m h a de rekursiva ekvationerna i uppgiftsformuleringen.

Lat oss sedan anvinda potentialmetoden for att visa att operationen inc
har den amorterade tidskomplexiteten O(1) nér den anvidnds som i upp-
giften.

Vikan lata potentialen av en bitlista bs vara W(bs) = k|bs|, dar |bs| star for
antalet ettor i bs, och k ar en positiv konstant. Notera att potentialfunk-
tionen ar OK: berdkningen bérjar med bitlistan 0, och ¥(bs) > 0 = ¥(0)
for alla bitlistor bs.

L&t oss nu bevisa att en berdkning inc(byb;...by,_1b;,) som kréver ¢ anrop
till 4nc dkar potentialen med som mest (2 —i)k. Eftersom konstant arbete
utfors for varje anrop sa betyder det att den amorterade tidskomplexiteten
ar < O(i) + (2 — i)k, vilket ar O(1) om k valjs tillrdackligt stor.

Vi kan bevisa det hir pastdendet med induktion &ver bitlistans ldngd. Det

finns tre fall att analysera:

o bs = byby...by,_10: Har har vi ¢ = 1, och kan didrmed dra slutsatsen
att

U(bgby...bp,_11) — ¥(bgby...0,_10) =k=(2—1k=(2—1i)k.
e bs = 1: Har har vi ocksa ¢ = 1, och far
U(10)—¥(1)=0<k=(2—-1)k=(2—1)k.
o bs =bgyby...b;,_;1 och k > 1: Har har vi

U(inc(bgby...by_1)0) — ¥(bgby...by_11) =
U(ine(boby..by_1)) — W(bgby...bjy_q) — k <
2—(i—1)k—k=

(2 —1)k.

I det nést sista steget anvindes induktionshypotesen.

6. Lat oss anvinda termen "korrekt” for en fargning med den 6nskade egen-
skapen.

Antag att det finns en korrekt fargning. I sa fall 4r ocksa den "motsatta”
fargningen korrekt. Vidare, om en viss nod har en viss farg si méaste alla
dess grannar ha motsatt farg.

De hér observationerna leder till foljande algoritm, som fargar en nod i
taget pa ett sddant séitt att om det finns en korrekt firgning si &r den
partiella fargningen alltid en ”delfargning” av nagon korrekt fargning:



e Om grafen ar tom, dra slutsatsen att den kan fiargas korrekt.

e Annars, vilj en godtycklig nod och ge den en godtycklig firg, t ex
svart.

e Gor sedan en bredden forst-sokning (eller djupet forst-sokning) med
start i den noden, och gor foljande nir en nod besoks forsta gangen:
— Noden har da redan fargats. Bendmn férgen f.

— Om nagon av nodens grannar ocksa har fargats med fargen f,
dra slutsatsen att det inte finns nagon korrekt fargning.

— Annars, farga alla grannarna med motsatt farg (inte f).

Om alla noder kan fargas sa har vi ett konstruktivt bevis for att det finns
en korrekt fargning.

Algoritmen é&r effektiv: Om vi representerar grafen med grannlistor sa
utfors i véarsta fallet konstant arbete for varje nod och konstant arbete for
varje kant, sa algoritmen &r linjér i grafens storlek.



