Goteborgs Universitet och Chalmers Tekniska Hogskola 21 januari 2002
Datavetenskap INN111/TIN120

Tentamen i Berdkningsmodeller

Fredagen den 18 januari 2002, kl 8.45 — 12.45.

Ansvarig larare: Bengt Nordstrom, tel 1033 eller 0707-87 77 29.

Tillatna hjidlpmedel: Inga.

Borja varje uppgift pa nytt blad. Skriv endast pa en sida av papperet. Varje svar skall motive-
ras! Den hér skriftliga tentamen utgor en del (75 %) av den totala examinationen, den andra
delen (dvs. 25 %) bestar av de inlamningsuppgifter som har delats ut under kursens gang. For
arets och forra arets elever giller alltsa att summan av poingen fran inlimningsuppgifterna
och den skriftliga tentan skall vara minst 100 for att fa godként pa kursen. Examensvisning
kommer att dga rum fredagen den 8 februari kl 13.15 i Bengt Nordstréoms tjinsterum. Ten-
tamensresultat och l6sningar till tentan kommer att finnas tillgédngligt fran kursens hemsida.

1. Redogor for Churchs tes. Vad séger den, varfor heter den inte Churchs sats, varfor tror
vi pa den?

Svar: sid 4 1 boken

2. T A-kalkyl kan man inte direkt uttrycka rekursiva funktionsdefinitioner. Redogor fér hur
man kan uttrycka dem!

Svar: Se laroboken sidan 175

3. Det finns tva olika definitioner av vad det betyder att en méngd A &r uppriakningsbar.
En tredje skulle vara att midngdens element ryms i ett hotell med odndligt manga rum,
ett rum for varje naturligt tal. Att mangdens element ryms skulle betyda dels (1) att
varje element har minst ett rum, samt (2) att varje rum har hogst ett element (vi vill
ju inte att alla element skall kunna dela pa ett rum). Visa hur dessa tva krav uttrycks
i de tva alternativa definitionerna av upprikningsbarhet!

Svar: Den forsta definitionen &r att A &r upprikningsbar om det finns en
total surjektiv funktion f € N — A. Surjektivitetskravet betyder att varje
element har atminstone ett rum (varje element ar bilden av nagot tal), att
f 4r en funktion betyder precis att varje naturligt tal avbildas av hogst ett
funktionsvérde, dvs varje rum har hégst ett element. Den andra definitionen &r
att A &r upprikningsbar om det finns en total, injektiv funktion f € A — N,
dér injektiviteten uttrycker att varje funktionsvirde (rum) avbildas av hogst
ett element, dvs varje rum har hogst ett element och totaliteten uttrycker att
varje element har minst ett rum.

4. Kan man rikna upp 9(N), miangden av alla delméangder av N ? Motivera!

Svar: Det kan man inte. Vi kor vart gamla diagonaliseringsargument igen:
Om man kunde det fanns det en total surjektiv funktion F € N — p(N) som
rdknar upp alla delméngder. Vi kan nu definiera en méngd D som inte finns

(10)

(20)

(20)

(30)



med i uppriakningen genom att lata talet k finnas i méngden D om och endast
om k ¢ F(k). Om D skulle finnas med i upprikningen skulle D = F(i), for
nagot i. Vi far nu en motségelse eftersom vi har att 1 € D om och endast om

i¢ F(i).

5. Skriv ett program i x som ej innehaller rec-konstruktionen och som ej terminerar.

Svar: Eftersom x ar ett otypat sprak kan vi anvinda féljande term (som ej
terminerar) fran A-kalkyl:

(Ax.xx) (Ax.xx)

6. I den hir uppgiften skall ni formalisera ett litet sprak for aritmetik. Sprakets konkreta

syntax kan beskrivas pé foljande séiitt:

e
ex=x|nlet+elexeletel Ze

X=e

vilket betyder att ett uttryck antingen &r en variabel (t.ex. i), ett tal (t.ex.314), en addi-
tion (t.ex. 45+1), en multiplikation (t.ex. 5%3) eller en summation (t.ex.ZliO]O T+ xx1).
Vi antar att viien summation ) ;_, f inte har nigra forekomster av variabeln x i ut-
trycken d och e. Den konkreta syntaxen &r lite tvetydig, detta har ingen betydelse for

uppgiften. Vi kan anta att vi har nagot sitt att 16sa upp tvetydigheterna.

(a) Ge den abstrakta syntaxen for spraket! Ni kan utga fran att vi redan har definierat
Z, mingden av heltal.

(b) Definiera vad det betyder att variabeln x &r fri i uttrycket e!

(c) Definiera substitutionsoperationen ej[x « e,], det uttryck man far genom att sub-
stituera uttrycket e, for alla fria forekomster av variabeln x i uttrycket eq. Vi kan
anta att uttrycket e, ar slutet.

(d) Varfor blir det mer komplicerat att definiera substitutionsoperationen om uttrycket
e inte ar slutet?

Svar:

(a) Vi antar att vi har en given oéndlig méngd Id. Den abstrakta syntaxen
definieras genom f6ljande induktiva definition av méngden Exp:

var(i) e Exp om i€eld
intj)eExp om jeZ

)

)

plus(d,e) € Exp om d,e € Exp

mult(d,e) e Exp om d,e e Exp
)

sum(i,d,e,f) € Exp om 1ield,d,e,f € Exp

(b) Summationsuttrycket {2 e3 binder variabeln x i uttrycket e3. Vi kan
ju byta ut variabeln x mot nagon annan variabel om vi bara gér samma
byte i uttrycket es. Déarfor far vi foljande definition av att en variabel ar

fri i ett uttryck:
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Variabeln x &r fri i uttrycket x.
Variabeln x &r fri i uttrycket d + e om x ar fri i d eller i e.
Variabeln x &r fri i uttrycket d x e om x &r frii d eller i e.
Variabeln x ar fri i uttrycket Zgzd f om x inte ar lika med y och x ar
friidellerie.
(c) Jag ger en definition av substitutionsoperationen med hjéilp av f6ljande
induktion 6ver den abstrakta syntaxen:

var(j)[iel —var( ) omi#]j
var(i)[i<e] =
int(j)li—e] = 1nt( )

]

| =

| =

plus(d, f)[i<e] = plus(d[i«e], fli—e])
mult(d, e)li—e mult(d[u—e] flie—el)
sum(j, d,f, g)[i—e m(j,dlie], f[i—e], gli—e])

om i # j
sum(i,d, f,g)i—e] =sum(i, d,f,g)

(d) Antagandet att det uttryck som man substituerar skall vara slutet leder
till en enklare definition av substitutionsoperationen av samma skil som
i lambda-kalkyl. Dvs man kan l4tt hamna i en situation dér de fria va-
riablerna skulle bindas vid substitutionen. Man blir i sa fall tvungen att
forst byta namn pa variablerna.

7. Hur formulerar man och bevisar stopp-problemet fér Turing-maskiner?

Lycka till!

Svar: Anta att vi kan 16sa stopp-problemet, dvs. att den finns en Turing-
maskin X med egenskapen

X (T o) 5= 1 om (T, .oc) terminerar,
0 for ovrigt

Vilater ("T7 «) vara en positionerad remsa som kodar paret av "T™ och .

Definiera nu en ny Turing-maskin Y genom att ldgga till instruktioner till X pa
f6ljande siatt: Om < X, ("T7, ) > stannar pa remsan 1 sa later vi Y fortsitta
att ga at hoger i all odndlighet. Annars later vi Y terminera.

Vi far alltsa att < Y,("T7, «) > terminerar om och endast om < T, > €j
terminerar.

Nu konstruerar vi en ny Turing-maskin genom att ldgga till instruktioner
till Y pa foljande satt. Lat Z foérst kopiera sitt indata-band B till (8, ) och
exekvera sedan Y.

Terminerar < Z,"Z7 >?7 Den kommer att uppfora sig som maskinen < Y, ("Z27,7Z7) >

Men < Y,(TZ7,7"Z7") > terminerar ¢ om < Z,"Z7 > terminerar. Och <
Y, ("Z7,"Z7) > terminerar om < Z,"Z7 > ej terminerar ! Motsdgelse. Vart
antagande att vi kan 16sa stopp-problemet maste alltsa vara felaktigt.
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