
G

�

oteborgs Universitet och Chalmers Tekniska H

�

ogskola 21 januari 2002

Datavetenskap INN111/TIN120

Tentamen i Ber

�

akningsmodeller

Fredagen den 18 januari 2002, kl 8.45 { 12.45.

Ansvarig l

�

arare: Bengt Nordstr

�

om, tel 1033 eller 0707-87 77 29.

Till�atna hj

�

alpmedel: Inga.

B

�

orja varje uppgift p�a nytt blad. Skriv endast p�a en sida av papperet. Varje svar skall motive-

ras! Den h

�

ar skriftliga tentamen utg

�

or en del (75 %) av den totala examinationen, den andra

delen (dvs. 25 %) best�ar av de inl

�

amningsuppgifter som har delats ut under kursens g�ang. F

�

or

�arets och f

�

orra �arets elever g

�

aller allts�a att summan av po

�

angen fr�an inl

�

amningsuppgifterna

och den skriftliga tentan skall vara minst 100 f

�

or att f�a godk

�

ant p�a kursen. Examensvisning

kommer att

�

aga rum fredagen den 8 februari kl 13.15 i Bengt Nordstr

�

oms tj

�

ansterum. Ten-

tamensresultat och l

�

osningar till tentan kommer att �nnas tillg

�

angligt fr�an kursens hemsida.

1. Redog

�

or f

�

or Churchs tes. Vad s

�

ager den, varf

�

or heter den inte Churchs sats, varf

�

or tror

vi p�a den? (10)

Svar: sid 4 i boken

2. I �-kalkyl kan man inte direkt uttrycka rekursiva funktionsde�nitioner. Redog

�

or f

�

or hur

man kan uttrycka dem! (20)

Svar: Se l

�

aroboken sidan 175

3. Det �nns tv�a olika de�nitioner av vad det betyder att en m

�

angd A

�

ar uppr

�

akningsbar.

En tredje skulle vara att m

�

angdens element ryms i ett hotell med o

�

andligt m�anga rum,

ett rum f

�

or varje naturligt tal. Att m

�

angdens element ryms skulle betyda dels (1) att

varje element har minst ett rum, samt (2) att varje rum har h

�

ogst ett element (vi vill

ju inte att alla element skall kunna dela p�a ett rum). Visa hur dessa tv�a krav uttrycks

i de tv�a alternativa de�nitionerna av uppr

�

akningsbarhet! (20)

Svar: Den f

�

orsta de�nitionen

�

ar att A

�

ar uppr

�

akningsbar om det �nns en

total surjektiv funktion f 2 N ! A. Surjektivitetskravet betyder att varje

element har �atminstone ett rum (varje element

�

ar bilden av n�agot tal), att

f

�

ar en funktion betyder precis att varje naturligt tal avbildas av h

�

ogst ett

funktionsv

�

arde, dvs varje rum har h

�

ogst ett element. Den andra de�nitionen

�

ar

att A

�

ar uppr

�

akningsbar om det �nns en total, injektiv funktion f 2 A! N,

d

�

ar injektiviteten uttrycker att varje funktionsv

�

arde (rum) avbildas av h

�

ogst

ett element, dvs varje rum har h

�

ogst ett element och totaliteten uttrycker att

varje element har minst ett rum.

4. Kan man r

�

akna upp }(N), m

�

angden av alla delm

�

angder av N ? Motivera! (30)

Svar: Det kan man inte. Vi k

�

or v�art gamla diagonaliseringsargument igen:

Om man kunde det fanns det en total surjektiv funktion F 2 N! }(N) som

r

�

aknar upp alla delm

�

angder. Vi kan nu de�niera en m

�

angd D som inte �nns
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med i uppr

�

akningen genom att l�ata talet k �nnas i m

�

angden D om och endast

om k =2 F(k). Om D skulle �nnas med i uppr

�

akningen skulle D = F(i), f

�

or

n�agot i. Vi f�ar nu en mots

�

agelse eftersom vi har att i 2 D om och endast om

i =2 F(i).

5. Skriv ett program i � som ej inneh�aller rec-konstruktionen och som ej terminerar. (15)

Svar: Eftersom �

�

ar ett otypat spr�ak kan vi anv

�

anda f

�

oljande term (som ej

terminerar) fr�an �-kalkyl:

(�x:xx)(�x:xx)

6. I den h

�

ar uppgiften skall ni formalisera ett litet spr�ak f

�

or aritmetik. Spr�akets konkreta

syntax kan beskrivas p�a f

�

oljande s

�

att: (40)

e ::= x j n j e+ e j e � e j e + e j

e

X

x=e

e

vilket betyder att ett uttryck antingen

�

ar en variabel (t.ex. i), ett tal (t.ex.314), en addi-

tion (t.ex. 45+i), en multiplikation (t.ex. 5�3) eller en summation (t.ex.

P

1000

x=1

1 + x � i).

Vi antar att vi i en summation

P

e

x=d

f inte har n�agra f

�

orekomster av variabeln x i ut-

trycken d och e. Den konkreta syntaxen

�

ar lite tvetydig, detta har ingen betydelse f

�

or

uppgiften. Vi kan anta att vi har n�agot s

�

att att l

�

osa upp tvetydigheterna.

(a) Ge den abstrakta syntaxen f

�

or spr�aket! Ni kan utg�a fr�an att vi redan har de�nierat

Z, m

�

angden av heltal.

(b) De�niera vad det betyder att variabeln x

�

ar fri i uttrycket e!

(c) De�niera substitutionsoperationen e

1

[x e

2

], det uttryck man f�ar genom att sub-

stituera uttrycket e

2

f

�

or alla fria f

�

orekomster av variabeln x i uttrycket e

1

. Vi kan

anta att uttrycket e

2

�

ar slutet.

(d) Varf

�

or blir det mer komplicerat att de�niera substitutionsoperationen om uttrycket

e

2

inte

�

ar slutet?

Svar:

(a) Vi antar att vi har en given o

�

andlig m

�

angd Id. Den abstrakta syntaxen

de�nieras genom f

�

oljande induktiva de�nition av m

�

angden Exp:

var(i) 2 Exp om i 2 Id

int(j) 2 Exp om j 2 Z

plus(d; e) 2 Exp om d; e 2 Exp

mult(d; e) 2 Exp om d; e 2 Exp

sum(i; d; e; f) 2 Exp om i 2 Id; d; e; f 2 Exp

(b) Summationsuttrycket

P

e

2

x=e

1

e

3

binder variabeln x i uttrycket e

3

. Vi kan

ju byta ut variabeln x mot n�agon annan variabel om vi bara g

�

or samma

byte i uttrycket e

3

. D

�

arf

�

or f�ar vi f

�

oljande de�nition av att en variabel

�

ar

fri i ett uttryck:

2



Variabeln x

�

ar fri i uttrycket x.

Variabeln x

�

ar fri i uttrycket d+ e om x

�

ar fri i d eller i e.

Variabeln x

�

ar fri i uttrycket d � e om x

�

ar fri i d eller i e.

Variabeln x

�

ar fri i uttrycket

P

e

y=d

f om x inte

�

ar lika med y och x

�

ar

fri i d eller i e.

(c) Jag ger en de�nition av substitutionsoperationen med hj

�

alp av f

�

oljande

induktion

�

over den abstrakta syntaxen:

var(j)[i e] = var(j) om i 6= j

var(i)[i e] = e

int(j)[i e] = int(j)

plus(d; f)[i e] = plus(d[i e]; f[i e])

mult(d; e)[i e] = mult(d[i e]; f[i e])

sum(j; d; f; g)[i e] = sum(j; d[i e]; f[i e]; g[i e])

om i 6= j

sum(i; d; f; g)[i e] = sum(i; d; f; g)

(d) Antagandet att det uttryck som man substituerar skall vara slutet leder

till en enklare de�nition av substitutionsoperationen av samma sk

�

al som

i lambda-kalkyl. Dvs man kan l

�

att hamna i en situation d

�

ar de fria va-

riablerna skulle bindas vid substitutionen. Man blir i s�a fall tvungen att

f

�

orst byta namn p�a variablerna.

7. Hur formulerar man och bevisar stopp-problemet f

�

or Turing-maskiner? (15)

Svar: Anta att vi kan l

�

osa stopp-problemet, dvs. att den �nns en Turing-

maskin X med egenskapen

< X; (pTq; �)>)

�

1 om (T;�) terminerar;

0 f

�

or

�

ovrigt

Vi l�ater (pTq; �) vara en positionerad remsa som kodar paret av pTq och �.

De�niera nu en ny Turing-maskin Y genom att l

�

agga till instruktioner till X p�a

f

�

oljande s

�

att: Om < X; (pTq; �)> stannar p�a remsan 1 s�a l�ater vi Y forts

�

atta

att g�a �at h

�

oger i all o

�

andlighet. Annars l�ater vi Y terminera.

Vi f�ar allts�a att < Y; (pTq; �) > terminerar om och endast om < T;� > ej

terminerar.

Nu konstruerar vi en ny Turing-maskin genom att l

�

agga till instruktioner

till Y p�a f

�

oljande s

�

att. L�at Z f

�

orst kopiera sitt indata-band � till (�;�) och

exekvera sedan Y.

Terminerar< Z; pZq >? Den kommer att uppf

�

ora sig sommaskinen< Y; (pZq; pZq) >.

Men < Y; (pZq; pZq) > terminerar ej om < Z; pZq > terminerar. Och <

Y; (pZq; pZq) > terminerar om < Z; pZq > ej terminerar ! Mots

�

agelse. V�art

antagande att vi kan l

�

osa stopp-problemet m�aste allts�a vara felaktigt.

Lycka till!
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