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FRAKTALER OCH KAOS

Det har pappret handlar om till synes onyttiga saker, men avsldjar samtidigt nya sanningar. Och
om inte annat kommer det fram att datorgrafik kan anvandas for diverse upptéckter. Texten skrevs
ursprungligen 1989-03-07. Varen 2000 transporterade jag den inklusive bilder fran en Mac till
FrameMaker pd SUN. Och har darmed kunnat utsatta den for viss bearbetning. Fraktaler har
attraherat dven seriésa matematiker, som skrivit djupsinnigheter. Men vi tar ltt p& det mesta.

1. FRAKTALER

Fraktal (av latinetsfractus = bruten) ar en benamning som inférdes av matematikern Benoit
Mandelbrot 1975 i boken "Fractals: Form, Chance, and Dimension" for att beteckna diverse
objekt. Typiskt ar en fraktal taggig eller har hal. Viktigast ar dock att objektet ar sjalvlikformigt
(eng. self-similar), dvs forstoras objektet (vilket betyder att man ser pa det i en annan skala)
framtrader nya detaljer som paminner om det ursprungliga. Objektet kan ocksa sagas upprepa sic
sjalvt. Mandelbrot pdminde om fran sekelskiftet stammande kurvkonstruktioner som Kochs
snoéflingor och Sierpinski-mattor, se figuren nedan.
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Aven naturen uppvisar fraktala inslag, t ex en kustlinje, en ormbunke eller ett bergsmassiv.

Manga (men inte alla) fraktala objekt kan ses som en familj av objekt av olika ordningar. Se
figuren ovan, dan star for ordningsnumret. Typiskt ar harvid att det finnggenerator, som styr

6vergangen fran en ordning till nasta. | figurens fall &r generatorn objektet med ordningsnumret
n=1. | dversta fallet ersétts varje linjestycke med en férminskad version av generatorn och ger
nasta objekt. | andra fallet ersatts varje svart triangel av generatorn (férminskad). Fran
programmeringssynpunkt ar det dock oftast battre att se framvéxten av nya objekt som en rekursiv
process. | andra fallet far vi objektet med ordningsnumret k+1 genom att byta de svarta trianglarna
i generatorn mot objektet med ordningsnumret k (forminskat). En enkel procedur i C for
uppritningen kan ha formen (de tre férsta parametrarna kan alternativt vara heltal):
void Sierpinski(float x,float y,float sida,int n) {
lokala variabler
if (n==0) rita en svart triangel;
else {
Berékna tre horn (x1,y1),(x2,y2),(x3,y3)
sida=sida/2;
Sierpinski(x1,y1,sida,n-1);
Sierpinski(x2,y2,sida,n-1);
Sierpinski(x3,y3,sida,n-1);

2. DYNAMISKA SYSTEM OCH KAOS
Kaos ar benamningen pa fenomen som periodvis dgnas ett betydande tvarvetenskapligt intresse.

Kaos ror egenskaper hoslynamiska system dvs forlopp som kan beskrivas med
tillstindsvariabler som forandrar sig med (vanligen) tiden. Systemet kan vara kontinuerligt eller
diskret. Ett kontinuerligt system kan diskretiseras. Vi ser fortsattningsvis bara pa det diskreta
fallet. Beteckna tillstdndsvariabeln, som &r en vektor, med X och dess véarde vid ett visst tillfalle n
med X,. D& antas galla

Xn+1=F(X) n=1
Xp given
dar F ar en given funktion.

Exempel p& sadana forlopp ar en pendels rorelse eller vaderleken p& var planet. | allménhet &r
realistiska modeller icke-linjara. Medan linjara modeller &r enkla att analysera och inte bjuder pa
nagra dverraskningar (annat an att de inte ar tillrackligt goda), har icke-linjara dynamiska system
ofta dverraskande egenskaper. En vanlig uppfattning &r att man med goda begynnelsevillkor kan
férutsaga framtiden for ett dynamiskt system. Denna uppfattning torde &tminstone delvis styrt viss
vaderleksprognosverksamhet. Edward Lorenz visade pa 1960-talet att detta inte galler generellt
och demonstrerade att vaderleksprognoser inte kan vara annat dn Kkortsiktiga. Han lade ocksé
grunden till forskning kring kaos. Flera ar senare, 1979, héll han ett foredrag med titeln "Does the
Flap of a Butterfly's wings in Brazil Set Off a Tornado in Texas?" med vilket han ville saga att sma
férandringar pa langre sikt kan bli vAldsamma. En ingrediens i kaos &r just detta férhallande, som
populart kallas fjarilseffekten.

Kaos togs under aren 1988-89 flitigt upp i dagspressen. Inspirationskallan torde varit en
popularvetenskaplig bok med titeln "Kaos" av journalisten James Gleick som kom p& svenska i
september 1988. Boken &r i en mening "ovetenskaplig”, men innehaller ett rikt bildsprak. Tidigare
hade allmant hallna artiklar forekommit i popularvetenskapliga tidskrifter som t ex Scientific

American. Forskning kring kaos har som sagt gammal grund men intensifierades pa 1980-talet.

Betrakta forst ett enkelt endimensionellt exempel (som kan ges verklighetsbakgrund):
Xn+1 = F(%y) med F(x) = rx(1-x).

Vi antar att konstanten uppfyller: 0 < r <=4. Om vi startar med ett ta}, x intervallet [0,1],

kommer alla féljande tal att ligga i samma intervall, dvs talféljden &r begransad.

Det &r latt att se att om talféliden konvergerar mot nagot tal x, sa galler




X = rx(1-x)
varav

x=(1-1/r)ellerx=0
| s& fall ar taletx enattraktor , dvs en punkt som drar till sig andra punkter. Eftersom det forsta
uttrycket ger ett negativt x-varde om r<1, verkar det rimligt att tro att talféljden konvergerar mot 0
om r< 1 och mot (1-1/r) for 1< r < 4. Men se det &r inte alls ratt. Lat oss ta till datorgrafik.
Foljande diagram redovisar vad som hander for ett stort antal olika r-varden. En skala fér dessa
finns till vanster om respektive diagram. De tva hogra diagrammen &r "forstoringar". Startvardet
har for varje fall varit = 0.3 (paverkar ej diagrammens kvalitativa egenskaper). Vi har darefter
genomfort ett tjugotal iterationer utan att rita ndgot for att undvika insvangningsforloppet.
Dérefter har ytterligare 300 iterationer utforts varviguérdet ritats. Vi ser av véanstra diagrammet
att for I<r < 3, sker konvergens mot (1-1/r) precis som teorin férutsade. For \Bixlar vardena
(approximativt sett) mellan tva tal. Dessa kan sédgas bilda en attraktor med tvd punkter. Den
uppifrdn kommande kurvan férgrenar sig sdledes. Med ett finare ord sags kiftukera . Det
finns ett enkelt teoretiskt argument for att man inte har konvergens €or. Konvergens mot x
kraver namligen att |F ' (x)| = |r(1-2)9[1. Eftersom x = 1 - 1/r, maste<r < 3. Vi kan naturligtvis
rakna ut de tva férgreningskurvorna, eftersom det fér punkterna pa dem maste galla

x = F(F(x))
men vi ndjer oss med den information diagrammet ger.
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Av diagrammet ser vi ocksa att efter ett tag intraffar en ny bifurkation och attraktorn utgérs av fyra
punkter. Kring r = 3.57 intraffar ndgot mérkligt. Det finns nu ingen attraktor bestdende av ett
begréansat antal punkter som drar till sig 6vriga punkter. Dock reduceras intervallet [0,1] nagot,
varfor den uppritade punktmangden andd kan kallas en attraktor. Man sagemoathar
uppkommit och talar om emystisk attraktor (eng. strange attractor). Bland de r-varden som ger
upphov till kaos skymtar vi mindre vita band. Uppforstoringarna till hoger (de svarta strecken
intill skalan i de vanstra diagrammen visar vad som forstorats) bekraftar att sa ar fallet. |
mittdiagrammet ser vi t ex ett band dar attraktorn bestar av 6 punkter (vanstra delen finns forstorad
i hogra diagrammet). Attraktorn &r fraktal i ndgon mening.

For dynamiska system anvander man ofta begreppet fasdiagram. Ett sddant askadliggor
sambandet mellan vissa av tillstdndsvariablerna (dvs komponenterna i vektorn). Aven om det rér
sig om rorelse i ett xy-plan &r vanligen hastigheten en av tillstindsvariablerna. Ett
tvadimensionellt exempel utgérs av en klockpendels rorelse. Fasdiagrammet har d& utseende son
i figuren och visar direkt att det rér sig om ett periodiskt férlopp. Cirkeln fungerar som en
attraktor, eftersom en liten st6t p& pendeln snabbt bara har en kortvarig effekt. Vi vet ocksa att sma
forandringar inte ger nagra drastiska effekter. | vissa fall deformeras cirkeln till en punkt,
namligen om pendeln ges otillracklig puff fran boérjan.

w=hastighet

x = utslag

Betrakta nu i stallet ett tvadimensionellt dynamiskt system som beskrivs med Henon-
transformationen

Xn+1= Yo +1 - 1.404)2
Yn+1= 0-3%41

Vi startar med (0.2, 0.1) (aterigen paverkas inte de kvalitativa egenskaperna; i vissa sddana har fall
maste man dock vélja flera olika startvarden for att f& en "total" bild). Vi ritar samtliga
iterationsvéarden (men borde aven nu hoppat 6ver de inledande). | vanstra figuren nedan har vi
gjort 2000 iterationer. | hdogra som &r en uppforstoring (dvs med en annan skala) har vi gjort
10000. Vi ser att forstoring avslojar "fraktala” egenskaper. Startpunkten och ett par av de forsta
iterationsvéardena ligger som "flugsmuts”(syns nog inte i tryck). Punktmangden bildar en mystisk
attraktor och kaos foreligger. Iterationsvéardena hoppar fram och tillbaka. Speciellt bor observeras
att naraliggande startpunkter snart hamnar néra vitt skilda punkter pa attraktorn. Exempelvis ger
startpunkten (0.2,0.1) efter 500 iterationer punkten (-0.11052,-0.21854) medan startpunkten
(0.20001,0.1) ger punkten (-0.90509,-0.38342).
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Vissa kaotiska dynamiska system kan liknas vid en bagares verksamhet. En liten klick kryddor
eller dylikt sprids vid knddningen genom vikningar och tojningar till vitt skilda stéllen i degen.

Vi namnde forut att linjara iterationer inte ger nagot skojigt. Punkterna rusar mot oandligheten
eller noll eller haller sig pa en ellips. Vanstra figuren nedan visar ett exempel med

n+1 = a—byn + Xy
O _
Wn+1 = dX,
dar koefficienterna a, b, ¢, d har varden enligt figuren. Vi har startat med en punkt och de foljande




punkterna hamnar alla pa en ellips som gar igenom den forsta.

Byter vi ut den linjara termen ¢xmot den icke-linjara cly, blir vi 6verraskade. Hogra figuren

visar att en pepparkaksgubbe kan uppstd med lampligt startvarde och lampliga koefficienter
(anm: origo ligger nagon bildpunkt fel; sexhorningen har sina hérn i (0,0), (1,0), (2,1), (2,2), (1,2)
och (0,1)).

/(0
=

Startpunkt: (-2.44,-3.28) Startpunkt: (2.38,2.25)
Koeff: 1.00 1.00 0.90 1.00 Koeff: 1.00 1.00 1.00 1.00
Antal iterationer: 1022 Antal iterationer: 3453

3. NEWTONS METOD
For att bestamma ett komplext nollstélle till ett n:te-gradspolynom P(z) kan man ta till Newtons
valkanda metod

Valj ett startvérde gnéra det sokta nollstéllet

Iterera enligt .1 = z, - f(z,)/f'(z)
For vilka startvarden far vi konvergens mot det intressanta nollstéllet? Detta &r som strax framgar
en fraga som har ett mycket komplicerat svar aven i de enklaste fall. Observera att vi kan betrakta
iterationsprocessen som ett dynamiskt system. Lat oss se pa fallet

flz)y=2-1
och anta att vi &r intresserade av nollstéllet pa reella axeln, dvs z = 1. | vanstra figuren nedan har
jag ritat in samtliga tre nollstéllen med vita ringar. Av symmetriskéal verkar det ratt uppenbart att
man skall f& konvergens mot z = 1 6verallt i det hogra svarta omradet och att man for dvrigt skall
fa konvergens mot det dvre vanstra nollstallet om D och mot det undre om imaginardelen
ar negativ. Men det gar inte att bevisa och ar helt fel. | hogra figuren har vi med svart markerat det
omrade som ger konvergens mot z = 1. Det svarta omradet gor sdledes en inbrytning pa
frammande territorium liksom de tva vita. Figuren ar fraktal och en ritning i storre skala skulle
visa sjélvlikformigheten. Figuren har &stadkommits genom att vi gatt igenom bildpunkt for
bildpunkt, raknat ut motsvarande z = x + iy, itererat utifran detta varde med Newtons metod och
markerat med svart om 20 iterationer gor att man kommer nara z = 1. Gransen for antalet
iterationer paverkar inte bildens kvalitativa egenskaper. Framtagningen ar sdledes datorkréavande.
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4. MANDELBROTMANGDEN OCH JULIAMANGDER
Mandelbrotméangden ar omtalad i datorgrafiksammanhang och férknippas ofta med vackra
fargbilder. Den utgérs av de komplexa c for vilka talféljden
Znim 22+ €, =0
ar begransad. Exempelvis hor talet ¢c=0 till mangden. Ett annat tal ar c=-2. Det kan visas att
talféljden &r begransad om och endast om
|z,| < 2 for alla n.
Mandelbrotmangden utgors av de helsvarta punkterna i figuren nedan. Den &r alltsa tydligt fraktal
Antal iterationer
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till sin karaktar. Den ar faktiskt sammanhangande, dvs om man startar ndgonstans i den, kan mar
nad varenda annan punkt utan att “bléta ned” sig. Vi kan se iterationsformeln som ett dynamiskt
system.

Som namnts presenteras den ofta med en fargbild trots att den inte har det minsta med farg att
gora. Det brukar géras s& har. Om absolutbeloppet inte passerar 2 inom ett begransat anta
iterationer (t ex 1000) anses punkten c tillhéra Mandelbrotméngden och farglaggs med t ex svart,




annars farglaggs motsvarande punkt c i forhdllande till antalet iterationer som gick at for att
passera 2.

Uppritning av en s&dan bild gér till s& att man forst bestammer sig for vad fonstrets kanter skall

motsvara i det komplexa talplanet. Darefter g&r man igenom bildpunkt for bildpunkt p& skarmen.

For varje bildpunkt raknas motsvarande c-varde ut, varpd iterationer enligt formeln ovan utfors.

Fargen i bildpunkten satts i forhallande till det antal som atgér for att n& gransen 2. Det ror sig

séledes om omfattande men mycket enkla kalkyler. Samma typ av idé kan anvandas for att
farglagga bilder som skall visualisera olika slag av konvergensforlopp, som t ex i avsnittet om

Newtons metod. | figuren har vi vaxlat mellan vitt och gratt beroende pa antal iterationer.

Fordjupar man sig i studiet av Mandelbrotmangden moter man begreppet Juliarifstidal.
JuliaméngdenK_ till en funktion f(z) = Z + ¢ (c ar givet komplext tal) utgors av det omrade i
komplexa talplanet som bestar av de tg@far vilka talféliden z,,1 = f(z,)) ar begransad. Om c=0

utgors ifyllda Juliamangden sdledes av punkterna innanfér och pa enhetscirkeln. Normalt menar
man medJuliamangden J; randen till den ifyllda Juliaméngden. Om c=0 utgérs Juliaméngden

darfor av punkterna pa enhetscirkeln. Om c=-2 utggree¢h J av intervallet [-2,2], vilket inte &r

sa latt att visa. Ett djupare matematiskt resultat sager att Juliamangden ar sammanhangande or
och endast om talet c tillhér Mandelbrotméngden.

Gaston Julia var en fransk matematiker som - tillsammans med en kollega Pierre Fatou -
presenterade en mangd teoretiska resultat kring 1920. Mandelbrot hade honom som larare.
Mandelbrot och Lorenz anvande enkla datorgrafiska hjalpmedel. Julia anvande troligen ingen
grafik alls.

Man kan studera allménnare Juliaméngder. L&t namligen f(z) vara en godtycklig funktion av en
komplex variabel z. D& géller for vissa startvardgnatt talen i processen,z; = f(z,) forblir
begrédnsade (och kanske &ven konvergerar). For andra &r de inte begransade. Juliaméngde
definieras som randen till det férsta omrédet.

En ifylld Juliamangd kan ritas pd samma satt som Mandelbrotmangden. Men hur i all varlden ritar
man upp en Juliamangd,,Jsom bara bestar av en (vanligen) sénderbruten kurva? Man kan
knappast prova sig fram eftersom sannolikheten for att hamna pa Juliamangden &r "obefintlig”. En
idé, som beskrivs i manga larobocker, ar att iterera baklanges, dvsydiileaz man

Zp1 = f'l(zn). Det finns flera lésningar. Man kan félja en eller alla av dem. Man struntar i de

inledande iterationsvardena (insvangningsférloppet) men aterger alla féljande. Man far forlita sig
pad olika matematiska resultat. Juliamangden fungerar som en mystisk attraktor for
baklangesiterationen.

Anm. 1: | borjan sades att omJz> 2 for ngot n sa rusar iterationsvardena mot oandligheten. Lat
oss visa att detta galler om |c| < 2, dvs |c| = 2 - d for ndgot positivt tal d. Vi finner att

|Zh41l = |z12 +c|z |zn|2 - |c|= 2|z, - (2-d)= |z,| + d, dvs vi fr minst tillvaxt med en konstant i varje
steg, dvs beloppet vaxer obegréansat.

Anm. 2: Man kan visa att Mandelbrotmangden ligger inom cirkeln |c| = 2. Lat oss gora det. For

den sakens skull valjer vi ett godtyckligt tal ¢ med |c|>2. Vi far da att z och att 2 = Z+c,
varav |z| = |c(c+1)[2 [c|(|c| - 1)= (1+d)|c| for ndgot positivt tal d. Darmed blir]z |222 +c|=
(2+dP(cP - |2 (1+dF2|c| - [ck (1+dFc|. P s s | = (1+dY|c| etc, dvs gvéxer obegransat och
darmed tillhér inte vart c Mandelbrotmangden.

5. L-SYSTEM

Det finns ett annat satt att beskriva fraktala objekt, som efter upphovsmannen Lindenmayer kallas
L-system Det har framfor allt anvants vid syntetisk konstruktion av véaxter. Ett L-system
innehaller framfor allt tvd komponenter. Ett s adiom, som beskriver utgangsfiguren. Det

motsvarar alltsa generation 0. Dessutom en eller fieoaluktionsregler som anger hur man
kommer frdn en generation till nasta. Motsvarar generatorn, dvs generation 1. Axiomet och
produktionsreglerna formuleras med hjélp av ett antal symboler, som man givit ndgon mening.
Begreppen klarnar om vi ser pa ett par exempel.

Exempet Var forsta fraktal Kochs snoflingekurva (sid 1) som ett L-system.

Axiom: F

Produktionsregel: F->F-F++F-F

Har betyder F en steglangd (langden minskar for varje generation) framét och - och + rotation en
viss given vinkel at vanster respektive at hoger. Vi kommer fran generation 0 genom att ersatta F
med produktionsregelns hdgerled. Féljande generationer nar vi genom att successivt ersitta varje
F enligt produktionsregeln. T ex beskrivs generation 2 av (F-F++F-F)-(F-F++F-F)++(F-F++F-F)-
(F-F++F-F). Parenteserna ar utsatta enbart for tydliggérande och saknar all betydelse.

Exempel Betrakta foljande fraktalfamilj. Generation O som &r ett vertikalt streck &r ej medtaget.
Generatorn bestar av 4 streck med halva den ursprungliga langden. Det vanstra och hogra hai
erhéllits genom att man roterar toppstrecket 0.7 radianer motsols respektive medsols.
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Axiom: F

Produktionsregel: F->F[-F][+F]F

Har har vi anvant tvd nya symboler [ och ] med betydelsen “spara tillstand pa stack” resp “hamta
tillstdnd fran stack”. Om man konstruerar en lagom hog generation, ritar med gront och vander
bilden upp och ned sa far man en virtuell julgran. Med rotationsvinkeln 0.45 radianer och
produktionsregeln F->F[-F]F[+F]F blir resultatet snarare ett ogras. | bada fallen hade vi klarat oss
bra med den tidigare beskrivna rekursionstekniken.

6. FRAKTAL DIMENSION

L&t oss betrakta en rét linje med langden 1. For oss ar det sjalvklart att langden &r oberoende av
om vi anvander en mattstock med mattet 1 eller 1/10. Lat 1/S (S heltal) vara mattstockens matt

och N antalet delmatt. D& ar N=S, d%é = 1 . Pamotsvarande satt om vi mater en enhetsyta

géller att delytornas area %%]2 och antalet delytor N, =& N Eﬂ'.—S.EF =1.
Situationen blir helt annorlunda om vi mater pa en fraktal kurva. Betrakta t ex Koch-kurvan med

startpunkt i t=0 och slutpunkt i t =1 och med hogt generationsnummer. Méater vi med en mattstock
med langden 1, blir langden 1. Méater vi med en mattstock med langden 1/3 blir langden 4/3 och

med méttstocken 1/9 blir langden (#3Med ovanstiende b&da formler som motivering brukar

man definiera efraktal dimension D for en fraktal som det tal som gor N%%P =1 ,darN

ar antalet delmatt vid matning med mattet 1/S pa generatorn och dar 1/S ar forminskningsgraden.




Logaritmering ger atogN —DlogS = 0 ,dv® = logh
logS
) , ; _ log4
Exempet For Kochkurvan ar S=3 och N=4 och darm&y = @ = 1,26 . Den fraktala

dimensionen uttrycker i detta fall att kurvan &r ett mellanting mellan kurva och yta. For den andra
kurvfamiljen pa sid 1 &r S=3 och N=5, dvs D = log 5/log 3 = 1.46. For Sierpinski-mattan S=2, N
=3, dvs D =log 3/log 2 = 1.58 och for julgranen i avsnitt 5 galler S=2, N=4, dvs D = log 4/log 2 =
2.

Om man mater Englands kust (det finns folk som har gjort det) blir resultatet ocksa beroende av
mattstockens langd. Det beror pa att kustlinjer ar fraktala till sin natur (till en viss grans).

Enligt en uppskattare [Richard Voss] har en typisk kustlinje D=1.2, ett landskap D=2.2 och ett
moln D=3.3.

Hur &r det d& med vanliga krokta kurvor (x=x(t), y=y(t))? Man far visserligen olika kurvlangd,

1
men ju finare mattstocken valjs desto narmare det exakta vi’rt;ie(b('(t))2 + (y'(t))zdt
0

kommer man. Langden véxer inte som for fraktaler i all oandlighet.

7. BERG - SYNTETISKA SIGNALER

Med fraktalteknik kan en hel del féreteelser i naturen syntetiseras. En sadan &r ett landskap. P&
bilden nedan ser du till vanster en del av ett sddant landskap i 3D-perspektiv. Till hoger finns
landskapets hojder fargkodade (4 nivaer). Gjorda med delta=10 och H=0.8 (se nedan).
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Hur tillverkar man ett sddant landskap? Dvs hur prodlucerar man hojdvarden? Jag gor héar en kort
sammanfattning av beskrivningen i boken “The Science of Fractals”. Vi kommer att anvanda en
metod kalladmittpunktsmetoden. Det finns andra satt. Ken Perlin har anvant sitt brus och man
kan ocksa arbeta med Fouriermetoder.

Vi behéver en funktion som ger normalférdelade slumptal med medelvardet O och
standardavvikelsem. Den kan se ut s har under UNIX (man summerar ett antal likformigt
fordelade slumpvarden, vilket enligt en av statistikens centrala satser approximerar en
normalférdelning). Normalférdelade slumptal &r centrerade kring medelvardet och detta i hdgre

grad ju mindreo &r. Praktigt stora ytterlighetsvarden &r mdjliga men mindre sannolika.
float normal(float sigma) {
float sum = 0.0;
inti,n=4;
for (i=1; i<=n; i++) { sum = sum + random(); }
return sigma*(sqrt(12.0/n)*sum/A - sqgrt(3.0*n));
}
dar (under UNIX) A = 3%-2, dvs i CA=pow(2.0,31)-2;

L&t oss forst se hur man &stadkommer ett 1D-berg (en bergskam). L&t Ni2agger

héjdvardena i en vektor med komponenter X[0], ..., X[N], dvsfl@at X[N+1] , motsvarande
héjdvarden for t ex x=0, 1.0/N, ..., 1.0. Figuren gjord med delta=10 och H=0.8.
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| algoritmen har vi en parameter H. Man kan visa att den fraktala dimensionen for bergskurvan ar
2-H och att frekvensberoendet ar‘}.l,/darB:ZHﬂ, dvs H=1/2 ger 1%brus, aven kallat Brownsk
rorelse.
1. Slumpa fram hojd i de tva &ndpunkterna, dvs for X[0] och X[N] med normal(delta), dar delta &ar
en given standardavvikelse.
2. Upprepafori=1,2,..,P
1. Berékna ny standardavvikelse delta = delta*{ti%5)
2. Infér nya mittpunkter (oifylida kvadrater nedan) mellan de redan beréknade (svarta
kvadrater och berakna héjden dar som ett medelvarde av de tvd omgivande punkternas
hojder.
3. Stor alla beraknade varden med normal(delta).
| figuren illustreras processen for N=8, dvs P=3.
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Sa motsvarande i 2D, dvs en bergs- eller landskapsyta. Héjdvardena placeras nu i en matris mec
element X[0][0], ..., X[N][N]. Den fraktala dimensionen for ytan kan visas vara 3-H.
1. Slumpa fram hojd i de fyra hornen, dvs for X[0][0], X[N][O],
X[N][N], X[O][N] med normal(delta).
2. Upprepafori=1,2,..,P u H u
1. Berékna ny standardavvikelse delta = delta*tﬁ?S) o m o
2. Infor mittpunkt (grd i figuren) i varje kvadrat av punkter
(svarta i figuren) med redan berédknade varden och berékna
hojden dar som ett medelvéarde av de fyra omgivande [ | L] [ |
punkternas hojder.
3. Stor alla berdknade varden med normal(delta).

4. Beradkna ny standardavvikelse delta = delta*tﬁ?S)

5. Infér ytterligare mittpunkter (utan farg i figuren). Berdkna hojden i dessa som ett
medelvarde av tva svarta och en gra vid randen och som ett medelvarde av tvé svarta och
tva gra for ovrigt.

6. Stor alla beraknade varden med normal(delta).

8. ITERERANDE FUNKTIONSSYSTEM (IFS)

S&g att vi vill lagra bilden av ett ormbunksblad. Ett sddant &r uppenbarligen rétt komplicerat och
det &r svart att tro att det skulle g att gora pa ett litet minnesutrymme. Nagra matematiker fran
Georgia, USA, har foérsokt utnyttja att mycket av naturen &r fraktal (framst i meningen
sjalvlikformig) och havdar att med deras teknik kan bildkompressionsfaktorer pd 10000:1 uppnas.
Metoden beskrevs omkring 1985-86, men uppmarksammades forst 1988-89 da den gjordes
kommersiellt tillgénglig och sades vara sensationell. Numera inser man att marknadsféringen var
overdriven och metoden ar som mest en metod bland manga andra kompressionsmetoder.
Kodningen av en bild &r en omstandlig process, som fran borjan kravde mansklig hantering for att
bli tillfredsstéllande. Men &ven den har automatiserats. Aterskapandet av bilden &r déaremot en
rutinprocess som gar snabbt med en dator. Man anvander inte nagon av de tidigare metoderna fo
fraktalgenerering utan i stéllet konstrueras bilden genom ett slumpméssigt val bland ett antal
kontraktiva (dvs hoptryckande) linjara transformationer (skalning, translation och rotation).
Lat oss forst se pa ett enkelt exempel. Vi vill rita en triangelformig Sierpinski-matta. Se hogra
figuren nedan som visar det slutliga resultatet efter cirka 15000 iterationer. | vénstra har bara
nagot tusental gjorts. Grundidén i IFS &r att valja transformationerna sa att man tacker figuren
med transformerade avbildningar av den énskade. | vart fall ser vi att vi behéver avbilda figuren
pa tre mindre trianglar med identiskt utseende, vilket latt later sig goras. Beteckna de tre
transformationer med W=1,2,3. Om P &r kolumnvektorn (x,y) kan vi d& skriva

Wi P=AP+T
dar A ar en diagonalmatris med bada diagonalelementen lika med 0.5 (det géller ju att halvera
storleken) och iTar kolumnmatriserna (0,0), (0.5,0.5) resp (1,0). Tar vi nu en punkt i den stora
triangeln kommer den att avbildas p& ndgon av de mindre. Genom att slumpmassigt vélja mellan
transformationerna kommer den énskade figuren att genereras. For att fa likformig punkttathet
véljs sannolikheten;gor respektive transformation i forhallande till ytan hos det mindre objektet.
Summan av sannolikheteterna skalls vara 1, dvs har kan vi ta talen 0.33,0.33,0.34.

- 3
Ca i
- _{:..mk

A e e

Metoden gar praktiskt till s& har.

1. Valj en godtycklig startpunkt (x,y) (inuti eller utanfor objektet; i det senare fallet
dras den in eftersom avbildningen &r kontraktiv).
2. Upprepa ett stort antal ganger
2.1.  Valj slumpmassigt(i forhallande till sannolikheterng)p
2.2.  Berékna ny punkt (x,y) genom transformation meaw\den foregadende
2.3. Ominsvangningsfoérloppet passerats (dvs antalet varv > 10 t ex) markera den
nya punkten.

L&t oss sa till sist aterga till ormbunken. Figuren visar ett partiellt "fullgdnget” blad.
0.44

Bladet kan tackas med fyra transformerade kopior av sig sjalvt (det racker att detta gors
approximativt). Den forsta far vi genom att trycka ihop bladet i y-led s& att toppen hamnar i y=1.6
och i x-led s& att x-koordinaten blir 0. Darmed fas det yttersta av skaftet. For denna géller séledes

00
A, = T, =
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0

0
De tva féljande kopiorna skall ge de bada understa smabladen och gors ocks&d genom kraftiga
hoptryckningar och sa att skaften hamnar med sina andar pa y-axeln med y=0.44 resp 1.6. De
roteras ocksa. Slutligen bildar en svagt hoptryckt och roterad kopia den 6vre delen av
omrmbunksbladet.Data for dessa transformationer krdver mera réknearbete, men de blir

Ay= 015028 ¢ _| 0] 5 _|02-028 1 _|0
0,26 0,2 0,4 0,23 0,22 16

A4: 0,85 0,0 ,T4 -0
-0,04 0,8 1,6
Som sannolikheter anvands 0.01, 0.07, 0.07 och 0.85.
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