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3.5 Mintermer och maxtermer

3.6 Disjunktiv (SP) normal form och konjunktiv (PS) normal form

Vi borjar med ett enkelt exempel:
f(xy,z) =xy+yz+xz

Rita funktionstabell (3 variabler => 2° = 8 rader )

Princip for tabellen: Funktionsvarden ifyllda:

Xy z f

Xy z f
0O 0O

O 00O
0O 01

0O 011
0O 10

0O 1 00
0 1 1

0O 1 1 1
1 0 O

1 0 0O
1 0 1

1 010
1 10

1 1 0 1
1 1 1

1 1 1 1

Man konstaterar att invariabelkombinationen (X, y, z) i varje rad i funktionstabellen
ar unik.

For varje rad i funktionstabellen kan man darfér ta fram en unik produkt av
invariabler somger 1 - 1 -1 = 1. En sadan produkt har alltsa vardet 1 endast for
den kombination av insignalvdrden som motsvarar den aktuella raden. For alla
andra insignalkombinationer har produkten vardet O.

Produkten fér andra raden blirtex: x"y'z

Om man valjer att ta fram produkter for samtliga rader dar funktionen har vardet 1
och adderar dessa produkter blir summan ett uttryck fér den booleska funktionen f.
En summa av produkter kallas ocksa SP-form.

f=Xyz+Xxyz+xyz +xyz

Detta uttryck ar speciellt pa sa sétt att varje term ar unik och innehaller samtliga
invariabler. Termerna kallas mintermer och funktionen sags vara skriven pa
disjunktiv normal form eller SP normal form.

Eftersom det finns en minterm for varje rad i funktionstabellen finns det
sammanlagt 2° = 8 mintermer for en funktion av tre variabler. Se tabell 3.8 i
kompendiet!
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For varje rad i funktionstabellen kan man pa samma satt ta fram en unik summa
av invariabler som ger 0 + 0 + 0 = 0. En sddan summa har alltsa vardet 0 endast
for den kombination av insignalvarden som motsvarar den aktuella raden. For alla
andra insignalkombinationer har summan vardet 1.

Summan for forsta raden blir tex (x +y + z)

Om vi valjer att ta fram sadana summor for samtliga rader dar funktionen har
vardet 0 och multiplicerar dessa summor blir produkten ett uttryck for den
Booleska funktionen f. En produkt av summor kallas ocksa PS-form.

f=(Xx+y+27)(x+y+2)(X+y+2)(X+y+7)

Detta uttryck ar speciellt pa sa satt att varje faktor ar unik och innehaller samtliga
invariabler. Faktorerna kallas maxtermer och funktionen ségs vara skriven pa
konjunktiv normal form eller PS normal form.

Eftersom det finns en maxterm for varje rad i funktionstabellen finns det
sammanlagt 2° = 8 maxtermer for en funktion av tre variabler. Se tabell 3.9 i
kompendiet!

Man ser ibland uttrycket kanonisk form i stéllet fér normal form.

Tabellen nedan visar samtliga min- och maxtermer for funktioner av tre variabler
f(x,y,2).

Min- | y |z Max-
termer termer
x"y-z'|0|0|0| xt+ty+z
x"yz|0|0]|1|xty+z'
x"y-z'|0|1]|0|xty'+z
x"y-z |0]|1|1|x+y'+zZ'
xy-z'|1/0|0|X+y+z
xy-z |1/0]|1|xX+y+Z'
xy-z'|1]1|0|x+y'+z
xyz |[1[1]|1|x'+y'+Z
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En intressant iakttagelse betraffande en godtycklig boolesk funktion f skriven pa
normalform ar att funktionens invers f' innehaller alla de min- eller maxtemer som
saknas i funktionen f.

Genom att anvanda denna egenskap kan man harleda de Morgans formler.

f=xy
f=(xy) =x"y+xy+xy = xXy+xy+xy+xy = x(y+y) + (x+x)y = x+y'

f=x+y
ff = (Xx+y)' = (X+ y)X+ y)(X +Yy) = (X+y"y)(X +y)=x"(X+y) =X"X+ X"y = Xy

Minimering av booleska funktioner

Funktionstabellen nedan visar funktionen f(x,y,z) = xy +y z + x'z med
funktionsvardena 0 och 1 ersatta med motsvarande max- resp. mintermer.

X|y|z f
0/]0|0]O0| xt+ty+z
0O|0|1]1 xy'z
O0|1]0]|0| x+y'+z
O/1 11| x'yz
1/0|0]0]| x'+y+z
10110 x+y+Z
1/1(0]1| xyZ
1/1]1]1] xvyz

Enligt tidigare resonemang kan funktionen f skrivas som en summa av
mintermerna (SP) eller en produkt av maxtermerna (PS) i tabellen ovan.

f=x"y"z+x"yz+xyz'+xyz
f= (x+y+2) (x+y'+2)-(X+y+2)-(X+y+Z)

Om alla variabler utom en i tva mintermer ar lika sa kan de lika variablerna "brytas
ut" och den "felande" variabeln elimineras enligt exemplet nedan.

f=x"y"z+x"'yz+xyz+xyz=x"z(y'+y) + xy(z'+z) =x"z + x'y
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Om en funktion skriven p& SP-normalform bland sina mintermer har 2° = 4 st som
har alla variabler lika utom 2 st, sa kan de lika variablerna "brytas ut" och summan
i parentesen, som innehaller de "felande" variablerna, elimineras. Detta beror pa
att summan maste ha vardet 1 eftersom alla fyra termerna ar olika och att de tva
"felande" variablerna bara kan kombineras pa 2° = 4 olika séatt. Darmed maste
alltid en av termerna ha vardet 1. Se exemplet nedan!

g=..+tXyzZw+Xyzw' + xXy'z'w + xy'z'w' = ... + xy'(zw + zw' + z'w + Z’'W') = ... + Xy’

Generellt galler att om en funktion skriven pa SP-normalform bland sina mintermer
har 2™ st, som har alla variabler lika utom m st, sa kan de lika variablerna "brytas
ut" och den resterande summan i parentesen, som innehaller de "felande”
variablerna, elimineras av samma skal som ovan.

Ett analogt resonemang kan foras for funktioner skrivna pa PS-normalform.

Om alla variabler utom en i tva maxtermer ar lika sa kan de lika variablerna "brytas
ut" och den "felande" variabeln elimineras enligt exemplet nedan.

f= (x+y+2)-(x+y'+2) (X'+y+2)-(X'+y+Z) = (x+Z+y'y)-(X'+y+2°Z) = (x+2)-(x'+y)

Om en funktion skriven p& PS-normalform bland sina maxtermer har 2 = 4 st som
har alla variabler lika utom 2 st, sa kan de lika variablerna "brytas ut" och den
resterande produkten, som innehaller de "felande" variablerna, elimineras. Detta
beror pa att den resterande produkten maste ha vardet 0 eftersom alla fyra
faktorerna ar olika och att de tv& "felande" variablerna bara kan kombineras pa 2°
= 4 olika satt. Darmed maste alltid en av faktorerna ha vardet 0. Se exemplet
nedan!

g = ... ‘(X+ty'+z+w)(x+y'+z+w") (X+y'+z2'+W) (X+y'+z'+w') =

= DY) HW)] = ()

Generellt galler att om en funktion skriven pa PS-normalform bland sina
maxtermer har 2™ st, som har alla variabler lika utom m st, sa kan de lika
variablerna "brytas ut" och den resterande produkten, som innehaller de "felande"
variablerna, elimineras av samma skal som ovan.
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Vid minimering av funktioner ar det alltsa lampligt att skriva dem pa SP- eller PS-
normalform och undersoka om det finns 2™ st min- eller maxtermer som skiljer sig
at i m st variabler, dar heltalet m skall véljas sa stort som majligt.

Detta arbete underlattas om man arrangerar min- eller maxtermerna i ett sk
karnaughdiagram, dar man enkelt kan se hur manga lika variabler en grupp av
min- eller maxtermer har. D& vet man ju ocksa hur manga som skiljer sig at.

Karnaughdiagram for funktionen f=x"y"z + x"y-z + x'y-z' + x'y-z
eller
f= (x+ty+z)-(x+y'+2) (X'+y+2)-(X'+y+Z))
yz
00 01 11 10

0 |xty+z| xX"y"z | X"y-z |X+y'+z

1 X'+y+z|X'ty+Z'| x'y-z | Xy-Z

Istallet for min- och maxtermerna i klartext brukar man anvanda vardena 1 och O i
karnaugdiagrammet, som da blir en omritad funktionstabell . Se nedan!

yz
00 01 11 10
O/,0|1]1]0
1,0|]01)|1

For funktioner med fyra variabler f(x,y,z,w) organiseras karnaughdiagrammet enligt
nedan.

yA')
00 01 11 10
00
01
i 11
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Observera graykodningen av yz i de dvre diagrammen och av xy och zw i det
undre.



