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1. Lat oss bendmna indatalistan strangar.

Vi kan boérja med att berdkna varje strings frekvens genom att anvinda
en hashtabell som mappar strangar till frekvenser:

frekvenser +« new hashtabell
fér varje stradng s i stréangar
om s + £ finns i frekvenser
frekvenser.insert(s, £ + 1)
annars
frekvenser.insert(s, 1)

Lat oss séiga att listan innehaller n strangar, och att den ldngsta striangen
innehaller w tecken. Det &ar d& rimligt att anta att hashfunktionen kan
berdknas pd O(w) steg. Om vi vidare antar att hashfunktionen &ar per-
fekt! si tar insdttning/uppslagning i hashtabellen ocksa O(w) tidsenheter
(amorterat), och koden ovan tar totalt O(wn) tidsenheter.

Lat oss nu extrahera en lista med par (s, f) av strangar och frekvenser:
stréang-frekvens-par « frekvenser.list-with-bindings()

Den hér konverteringen tar O(n) tidsenheter, om hashtabellens lastfaktor

A > ¢ for nagon konstant ¢ oberoende av n.

Nu kan vi sortera listan m a p andra komponenten, i fallande ordning:
stréang-frekvens-par.sort(descending)

Hér ar descending en komparator som, dd p; = (s, f1) och p5 = (8o, f3)
jamfors, siger “p; < py” om fy > fy, “py = pp” om f; = f,, och
“py > py” om f; < fy. Sorteringen kan utféras med O(nlogn) jamforel-
ser, och jamforelserna tar konstant tid (givet att vi anvinder en uniform
kostnadsmodell), sa tidskomplexiteten blir O(nlogn).

Knappast realistiskt, men férhoppningsvis inte alltfor 1angt fran sanningen med realistiska,
indata.



Till sist kan vi skriva ut frekvensernas:

for varje par (s, f) i stréng-frekvens-par
skriv ut s f6ljt av en radbrytning

Om vi antar att tiden for en utskrift 4r O(c), dar ¢ 4r antalet tecken i
strangen, s& ar tidskomplexiteten for utskriften O(wn).

Den totala tidskomplexiteten blir O(n(w + logn)).

2. Implementationen &r inte korrekt. Betrakta foljande situation:

Efter ett anrop av rotateUp(c) far vi féljande situation:
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Notera att vi inte har uppdaterat fordldrapekaren for noden r, vilket be-

tyder att invarianten for Node &dr bruten: r.parent # null, men dnda har
vi varken r.parent.left = r eller r.parent.right = r.

Man kan atgérda felet genom att alltid uppdatera foraldrapekare och barn-
pekare samtidigt (se inlimningsuppgift 6.3 fran 2011 ars upplaga av kur-
sen).

3. Man kan implementera ADTn med hjéilp av ett splaytrad. Operationerna
empty, insert och lookup &r de vanliga splaytrddoperationerna, och har
de vanliga tidskomplexiteterna (amorterat):

o empty: O(1).
o insert: O(logn).
o lookup: O(logn).



Det aterstar att implementera remove-smaller (k). Vi kan géra det pa
foljande satt:

o Forsok hitta minsta nyckeln storre an eller lika med k.

e Om det inte finns nadgon sadan nyckel sa ar alla nycklar mindre &n k,
och da kan vi avsluta genom att skapa ett nytt, tomt trad.

e Om det finns nagon sadan nyckel, splaya upp motsvarande nod till
tridets rot, och radera den nya rotens vanstra deltrid (som nu inne-
haller alla nycklar mindre &n k).

Med detaljerad rekursiv? pseudokod:

// Hittar den nod, i deltradet vars rot &r r, som har den
// minsta nyckeln som &r stérre &n eller lika med k. Om
// det inte finns ndgon s&dan nod ges istéllet null som
// svar. Roten r fir vara null.
Node find-closest-larger-key(Key k, Node r) {
if (r == null) {
return null;

}

if (r.key == k) {

return r;
} else if (r.key < k) {

return find-closest-larger-key(k, r.right);
} else { // r.key > k

Node n = find-closest-larger-key(k, r.left);

if (n == null) return r;

else return n;
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remove-smaller (k) {
// Antag att traddklassen innehdller exakt en
// tillsténdsvariabel, root, som pekar pa rotnoden.
Node larger = find-closest-larger-key(k, root);
if (larger == null) {
root = null;
} else {
splay(larger);
larger.left = null;
}
}

2En iterativ implementation kan vara béttre, eftersom den undviker problem med ”stack

overflow”.



Hur effektiv 4r implementationen ovan? Analysen av splaying visar att
sokning efter en nod och splaying av noden till trddets topp har tidskom-
plexiteten O(log n) (amorterat, och givet att jamforelser tar konstant tid).
I remove-smaller utfors inte splayingen om find-closest-larger-key
inte hittar nagon ldmplig nod, men det gor inget: Vi skulle kunna &ndra
koden ovan sa att den splayar upp den sista noden som besoktes dven om
ingen lamplig nod hittas, men eftersom trédet raderas i nésta steg skul-
le det inte paverka slutresultatet — koden uppfor sig som om splayingen
faktiskt utfordes.

Raderingen av noder med sma nycklar (genom att sétta larger.left
eller root till null) tar konstant tid och 6kar inte tradets potential, sa
den amorterade tidskomplexiteten ar O(1).

Slutsatsen blir att den amorterade tidskomplexiteten fér remove-smaller
ar O(logn).

. Grafrepresentation: Noder &r numrerade fran 0 till n — 1, dér n dr antalet
noder. Grafstrukturen representeras med grannlistor: en array med storlek
n, dar position 7 innehaller en ldnkad lista med nod s direkta efterfoljare.

Vi kan implementera algoritmen i uppgiftsspecifikationen pa foljande satt
(pseudokod):

List<Integer> topological-sort(Graph g) {
// Stacken.
List<Integer> stack = new List<Integer>;

// Array som visar om en viss nod besékts.
Boolean visited[] = new Boolean[g.number-of-nodes];

// Initialisering av arrayen.
for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++)
visited[i] = false;

// En lokal procedur med tillgang till variablerna
// stack och visited.
void dfs(Integer i) {

visited[i] = true; // (&)

for all immediate successors j of i in g { // (B)
if (not visited[j])
dfs(j);
}

stack.push(i); // (C)
}

// Djupet foérst-sokning (D).



for (Integer i = 0; i < g.number-of-nodes; i++) {
if (not visited[i])
dfs(i);
}

// Den topologiskt sorterade listan.
return stack;
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Tidskomplexitetsanalys (givet en graf med noder V' och kanter E):

o Allokering av stack: O(1).
o Allokering och initialisering av array: O(|V]).

e Proceduren dfs anropas exakt en gang for varje nod, sa raderna A
och C kors bada |V] ganger, och tar konstant tid varje gang: O(|V]).

e Loopen Bs kropp kors en géang for varje kant, och varje iteration tar
konstant tid (om man inte rdknar tiden for dfs(j)): O(|E]).

o Loopen Ds kropp tar ocksa konstant tid (om man inte rdknar tiden
for dfs(1)): O(|V]).
Totalt: O(|V] + |E)).

. Lat oss anvdnda potentialmetoden med foljande potentialfunktion (dér ¢
ar arrayens langd, eller kapacitet, och n ar listans langd):

U(c,n) = klc— 2n|.

Tanken &r att potentialen dr minst nédr arrayen dr halvfull, och 6kar ju
nirmare vi kommer en férdubbling/halvering av storleken; k ar en positiv
konstant vars viarde forhoppningsvis faller ut fran analysen nedan.

Som ett specialfall kan vi definiera att potentialen é&r 0 innan vi kért empty.

Ar potentialfunktionen OK? Ja, i och med att potentialen ér ickenegativ sa
ar ursprungspotentialen mindre dn eller lika med alla mojliga potentialer.

Lat oss nu analysera operationerna:
o empty: Tar konstant tid, och 6kar potentialen fran 0 till k. Den amor-

terade tidskomplexiteten ar alltsa O(1) + k, vilket dr O(1) eftersom
k ar en konstant.

e insert: Om vi inte fordubblar arrayen sa tar insert konstant tid,
och potentialen 6kar med

U(c,n+1) —P¥(e,n) = klc—2(n+ 1)| — klc — 2n],

dar ¢ och n &ar kapaciteten och lingden innan vi satt in det nya
elementet. En enkel fallanalys (¢ < 2n, ¢ =2n+ 1 och ¢ > 2(n + 1))



visar att 6kningen ar som mest 2k. Den amorterade tidskomplexiteten
dr da som mest O(1) + 2k = O(1).

Om vi fordubblar arrayens kapacitet fran c till 2¢ sa ar tidskomplex-
iteten for insert O(c) (vi kopierar ¢ element och sétter in ett nytt).
Potentialférandringen &r

U(2¢,c+ 1) —U(e,c) = k|2¢ — 2(c + 1)| — k|e — 2¢| = —k(c — 2).

Den amorterade tidskomplexiteten dr O(c) — k(c — 2), vilket &r O(1)
om k kan valjas tillrackligt stor.

e delete-last: Borttagningsoperationen kan analyseras pa motsva-
rande sitt. Om kapaciteten inte halveras dr den amorterade tids-
komplexiteten (notera att n > 1)

Om kapaciteten halveras dr den amorterade tidskomplexiteten (no-
tera att ¢ dr en tvapotens och ¢ > 4)

0(c) +\IJ(5 C) —\IJ(C,E +1) -

24 4
Ofe) + k5 — 25|~ kle—2 (5 +1)| =
005 2|

Hér far vi aterigen att den amorterade tidskomplexiteten d&r O(1) om
k kan véljas tillrackligt stor.

M a o blir den amorterade tidskomplexiteten for alla operationer O(1) om
vi bara later k vara tillrackligt stor.

6. Algoritm:

e Berédkna ett minsta uppspannande trad 7. Ett sadant trad existerar
eftersom grafen dr sammanhéngande.

o Gor en djupet forst-sokning i T' (inte grafen), med boérjan i en god-
tycklig nod v, och ldgg varje nod sist i en ldnkad lista p forsta gangen
noden bestks. Om man sedan lagger till v sist i listan sa representerar
p den eftersokta cykeln.

Korrekthet Notera forst att p representerar en hamiltonsk cykel ef-
tersom grafen dr komplett och innehéller minst tva noder. Det aterstar



att visa att cykelns ldngd ar max 2w, dar w star for de kortaste hamil-
tonska cyklernas langd.

Observera nu att tradets totala vikt inte kan vara storre d&n w, for om
man tar bort en kant fran en kortaste cykel sa far man ett uppspannande
trad, och alla kanter har ickenegativa vikter. Notera ocksa att djupet forst-
sokningen i algoritmens andra steg foljer varje kant i T exakt? tva ganger.
Beteckna motsvarande viig med p’. Den hir viigens totala vikt ir max 2w.

Allt som Aterstar dr att visa att vigen p inte &r tyngre/lingre én p’.
Vigen p har i princip konstruerats genom att utgd fran p’ och byta ut
vissa vigsnuttar vy, vy, ...,v; (¢ > 3) mot “genvigar” vy, v, (eftersom no-
derna v,,...,v,_; redan hade bestkts). Triangelolikheten medfor att de
hér genvigarna aldrig dr langre &n ursprungsvigsnutten:

i—1
d(vy,v;) < d(vy,v5) +d(vg,v;) < ... < Zd(vjvijrl)'
=1
Alltsd #r p max lika lang som p’.

Effektivitet Antag att grafen har n noder. D4 har den ©(n2?) kanter
(eftersom den ar komplett).

Berikning av minsta uppspénnande trid med Prims algoritm tar O(n?)
steg (om man véljer ratt variant av algoritmen, och givet att det tar kon-
stant tid att jamfora tva vikter), och djupet forst-sokningen tar O(n) steg
(eftersom tradet innehéller n — 1 kanter och vi bara gor konstant mycket
extra arbete per nod och kant). Alltsa dr tidskomplexiteten O(n?), vilket
ir effektivt eftersom grafen innehaller ©(n?) kanter.

3Eftersom T &r ett trad.



