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1  Översikt

Det härpapprethandlarom hur koordinaternaför ett objekt i entredimensionellvärld översättstill
koordinater i ett tvådimensionelltplan, typiskt en datorskärm.Mera påtagligt gäller det att
bestämmavilken bildpunkt sommotsvararen tredimensionellpunkt. Vi användergrundläggande
linjär algebra,vilket inte hindraratt det kan kännastungt.Tröstadig medatt grafikprocessornfår
jobba med sådant här för varje punkt som du anger!

Många koordinatsystem är inblandade. Schematiskt:

Världskoordinatsystemet(world coordinatesystem)är det systemi vilket objektenbefinnersig.
Observatörenbetraktarobjektenfrånenvisspunkt(ögatsposition)ochmedenvisssynriktningoch
inför härvid ett nytt koordinatsystem,vykoordinatsystemet (viewing coordinatesystem)eller
ögonkoordinatsystemetmedz-axeln i synriktningenochmedorigo vid ögat. Vid perspektivpro-
jektion tänker mansig ett projektionsplan påavståndetD framför ögat.För enkelhetsskull tänker
vi osstills vidareattallaobjektenligger framfördetplanet.Vykordinatsystemetär i vissasystemett
vänstersystem(medpositiva z-axeln i synriktningen),i andraett högerkoordinatsystem(medposi-
tiva z-axeln i andrariktningen).I OpenGLharvi ett högerkoordinatsystem,dvsvykoordinatsyste-
metsz-axel är motriktadsynriktningen.Vi tittar alltsåi negativ z-led.Vi förutsättergenomgåendei
fortsättningen att det är så.

Modellkoordinatsystemetär detsystemi vilket vi tillv erkarmodellerför objekten.T ex engrund-
modell för ett hussomsedanskalasochroterasinnandetmedtranslationplacerasi världen.I enk-
lare fall kan vi bortse från detta system.

Vi betecknarvärldskoordinateribland medindex w (somi world), vykordinatermedindex v och
projektionskoordinater med index p.

Övergångenfrånmodellkordinatsystemtill världskoordinatsystemgörspåettuppenbartsättmedde
grundläggande transformationerna skalning, translation och rotation och berörs inte vidare här.

I ett 3D-systembehöver vi inte alls tänkapådetaljernai transformationerna.Det är självklart som
det skall vara. Men det är olyckligt pedagogiskt sett, eftersom man bör ha mer än ett hum om dem.
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2 Byte av koordinatsystem,specielltfrån världskoordinatsystemettill
vykoordinatsystemet

Vi har två rätvinkliga koordinatsystem,xyz-systemetrespektive x'y'z'-systemet.Skalningentänkes
varadensammai bägge.En punktP=(x,y,z)* (jag skriver * i betydelsentransponatiblandför att få
kolumnvektorerpå litet utrymme)har koordinatergivna i det första systemet.Vi vill ha redapå
koordinaterna(x',y',z')* för P i detandra.I denvanligastedatorgrafiskatillämpningenärvärldskoor-
dinatsystemetdet förstaochvykoordinatsystemetdetandra.Följandefigur illustrerari 2D detpro-
blem som här formulerats för 3D.

Figur  1: Övergång från ett koordinatsystem till ett annat.

Det finns flera sätt att ta fram övergången.

1. Böckerna

De flestaläroböcker i datorgrafik för ett resonemangsomgårut påupprepaderotationer. Omständ-
ligt formelmässigt, men inte tankemässigt. Vi tar oss fram på något av följande två andra sätt.

2. Så här kan vi göra  i stället

Låt ei oche'i vara enhetsvektorerna längs axlarna, dvs vektorer med längden 1 och låt
P0=[x0, y0, z0]

* varadetnya koordinatsystemetsorigo uttryckt i detursprungliga.Vi förutsätteratt
de nya enhetsvektorerna är kända i xyz-systemet, t ex

e'i = [ai, bi, ci]
T , i=1,2,3.

För de ursprungliga gäller ju

e1 = [1,0,0]* osv.

UppfattapunkternaP ochP0 somvektorer. Nu är ju koordinaternai x'y'z'-systemetprojektionerna
av vektorn
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på respektive enhetsvektore'i , dvs

x' = (P - P0)•e'1, y' = (P - P0)•e'2, z' = (P - P0)•e'3

där produkterna är skalärprodukter. Annorlunda uttryckt är t ex

x' = (x-x0)a1+ (y-y0)b1+ (z-z0)c1

Vi får därför följande formel

Naturligtvis kan vi här använda s k homogena koordinater för att få det enhetligare skrivsättet

där talen di kan räknas ut (görs i nästa avsnitt).

3. Ett måhända ännu enklare sätt, som vi använde 1999 och 2000

Låt origo för vykoordinatsystemetvara punktenP0=[x0, y0, z0]
* i världskoordinatsystemet.Låt

enhetsvektorernaför vykoordinatsystemetsaxlar vara[a1, b1, c1]
*, [a2, b2, c2]

* respektive [a3, b3,
c3]

* uttryckta i världskoordinater. Dessahar längden1 och är naturligtvissinsemellanvinkelräta,
dvs skalärprodukternaei•ej är

Låt oss nu se på en godtycklig punkt betecknadP =[x, y, z]* i världskoordinatsystemet och
P’=[x’, y’, z’] *T i vykoordinatsystemet.

Om vi accepterar resonemanget i punkt 1, så finns det då en 3x3-matris M sådan att

P’ = M(P - P0).

Välj härP så attP - P0 = [ai, bi, ci]
* , i = 1,2,3. Då måste
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Eftersom vektorerna [ai, bi, ci]
*  är ortonormala följer att

Om vi går över till homogena koordinater, dvs t ex

så kan vi skriva

där

3  Hur bestämmer vi enhetsvektorerna för vykoordinatsystemet?

I förra avsnittetbetecknadevi dessaenhetsvektorermede’ 1, e’ 2 oche’ 3, eftersomvi studeradeett
allmänt byte mellan koordinatsystem.  Nu använder vi ,  och .

Enhetsvektorn : I deflestasystemangesögatspositionochenpunktmotvilkenmantittar. Skill-
nadengerossenvektorsomefternormaliseringblir densöktavektorn.Om manvill haett höger-
orienterat vykoordinatsystem (vilket är naturligast) skall vektorn vara motsatt tittriktningen.

Enhetsvektorn : Dennavektorskall varavinkelrätmot . Man brukarangeenuppåtvektoru,
somi bästafall är just sådan,meni allmänhetinte är det.Då låtermanenhetsvektornvaradennor-
maliserade vinkelräta komponenten, dvs  normaliserad.

Enhetsvektorn : Bildar vi som den vektoriella produkten .

Ett par nyttiga erinringar :

1. Om a = (a1,a2,a3) ochb är icke-parallella vektorer och vektorna har längden 1, dvs är
normaliserad, så är vektorn

c = b - (b•a)a
vinkelrät mot vektorna och ligger således i det plan som hara som normalvektor. Skalär-
produktenb•a är a1b1+a2b2+a3b3.
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2. Om a ochb är icke-parallella vektorer, så är vektorn (den vektoriella produkten av a ochb)
c = a x b

vinkelrät mot bådea ochb. Vektornc är riktad som när man vrider en högergängad skruv
(kortaste vägen) fråna till b. Den vektoriella produkten kan i ett högersystem beräknas som
"determinanten" (ei) är enhetsvektorerna

I ett vänstersystem får man sätta minustecken framför högerledet.

4  Projektion

Huvuduppgiftenär att övergå från vykoordinatsystemettill enplanyta. Dettagörsgenomatt man
låter punkternai vykoordinatsystemetprojiceraspå ett plan parallellt med xvyv-planet och på
avståndetD framför origo (observatörensöga). Vid parallellprojektion (ortografiskprojektion)
görsenrenprojektionpåxvyv-planet(dvsxp=xv, yp=yv). Vid perspektivprojektion skerprojektio-
nenlängsen linje mellanpunktenochorigo (ögat). I datorgrafiksammanhangvill manfortfarande
oftasthatillgång till full djupinformationochmanlåter i sådanafall projektionskoordinatsystemet
ha en z-komponent. Observatörens position är origo i vykoordinatsystemet.

Figur 2: Perspektivprojektion.

Med hjälp av bilden ovan finner man lätt att:

xp = -xvD/zv
yp = -yvD/zv
zp = -D (Ingen bevarad djupinformation!)

Minustecknenkommersigav attvi tittar i negativ synriktning.Omvi övergårtill homogenakoordi-
nater, kanvi skriva övergångenpåmatrisform.Sättw=-zv (>0), varigenom(tredjeradenär baraen
omskrivning av zp=-D och fjärde raden är just w=-zv)
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Observeraatt matrisenär oberoendeav zv, dvssammamatriskananvändasför alla punkter. För att
få fram de verkliga projektionskoordinaternamåstevi emellertiddivideramedw, dvs den fjärde
komponenteni denframräknadevektorn.Vårt målnuäratthittaettuttryck för zp sombevarardjup-
informationenochsomdessutomgör att övergångenmellanvykoordinaterochprojektionskoordi-
naterkan skrivaspå formenovan (meden annankonstantmatris). I så fall uppnårvi två viktiga
saker:

1. Hela transformationen från modellkoordinater till projektionskoordinater kan beskrivas
med en enda konstant matris.

2. Transformationen avbildar linjer på linjer och plan på plan. Detta är en konsekvens av
punkt 1, vilket vi dock inte lägger ned möda på att visa. Detta är ett naturligt önskemål
och är något som utnyttjas i många algoritmer. Däremot är det som vi kommer att visa
senare inte självklart uppfyllt.

Ett naturligt val - som bevarar djupinformation - vore
zp = -zv (PRELIMINÄR!)

men då går det inte att skriva projektionen på matris-vektor-form (med en konstant matris)!

I alla riktiga grafiksystemgör manennormaliseringsominnebäratt mansertill att -1 ≤ xp,yp ≤ 1
och-1 ≤ zp ≤ 1 (OpenGL)eller0 ≤ zp ≤ 1 (DirectX). Fördettakrävsattmanbegränsarsynfångettill
en s k avhuggen synpyramid:

I OpenGL:sgluPerspective angervi synvinkeln Θ i y-led ochensynkvot (medvilkensynvinkeln i
x-led kanräknasut) samtavståndenN (near))ochF (far) till debådaklipp-planen.FigurensA kan
naturligtvisberäknasfrånΘ: A = tan(Θ/2). Vi antarför enkelhetsskull attsynkvotenär1 såattsyn-
vinkeln ochdärmedA är sammai x-led.Denavhuggnasynpyramidenkommeratt avbildaspåden
önskade kuben.

Vi kanlåtat ex dethitreklipp-planetutgöraprojektionsplan,dvsD=N. Föratt få yp i [-1,1] behöver
vi bara divideradettidigarevärdetmedhalvahöjdenpådetnärmstaklipp-planet,dvsAN. Vi får då

och på samma sätt

För z skulle vi kunna göra den linjära transformationen
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somöverför zv=-N och zv=-F i zp=-1 respzp=1, menprecissomför zp=-zv går det inte att skriva
transformationen på matris-form.

I ställetgör vi denolinjära transformationen(formenkan motiveraspå olika sätt;ett pragmatiskt
sätt är att vi vill ha division med zv precis som för xv och yv)

Den förstatermeni mellanledettransformerarz=-N till 0 ochz=-F till 2 ochsubtraktionenmed1
ser sedan till att intervallet i stället blir [-1,1].

Med w=-zv som förut kan vi skriva

dvs nu klarar vi ossmeden konstantmatris.Och precissomförut måstevi göraen division per
punktför att få framdeverkligakoordinaterna.Vi utgickovanfrånatthitreklipp-planetvarprojek-
tionsplanet.I själva verket hardetdock ingensomhelstbetydelseför formelnovan.I många läro-
böcker behandlar man allmännare synsituationer, vilket bara leder till en litet annorlunda matris.

En linje (ett plan) i vykoordinatsystemetblir inte säkert en linje (plan) i det preliminära(det med
zp=-zv) projektionskoordinatsystemet.Däremotfortsätterdenatt varaen linje (plan) i detnormali-
seradesystemet(vi visardet inte). Dettaär en fördel eftersomvi vill göraenmassalinjära saker i
detnormaliseradesystemet,t ex interpolera.En annanfördelmeddetnormaliseradesystemetär att
klippning sker mot plan somär parallellamedkoordinatplanen(i OpenGLsker klippningenföre
divisionen med w, dvs precis före normaliseringen, men formelmässigt blir det nästan samma sak).

Vi kannu kommahelavägenfrån modellkoordinatsystemettill detnormaliseradesystemetmeden
konstantmatrisgenomatt barapåslutetdivideraengångperpunkt.Denslutliga avbildningentill
fönster/skärm-koordinater är trivialt linjär (se avsnitt 6).

Övning: Hur ser matrisen vid parallellprojektion med liknande normalisering ut?

5  OpenGL

Naturligtvisbör vi belysateorinovangenomatt sepåhur detverkligenär i OpenGL.Vi utnyttjar
rutinenvoid CheckMatrix(GLenum M) (från avsnitt 8 i OpenGL-häftet)somtar enparameter
som är antingenGL_MODELVIEW_MATRIX eller GL_PROJECTION_MATRIX och skriver ut
motsvarande matris, dvs modell-vy-matrisen resp projektionsmatrisen, rad för rad.
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Jagsertill att fönstretär kvadratisktfrån börjanochlåterdetsåförbli (dvsdenomständligtskrivna
synkvoteni procedurennedanär 1, vilket vi ju för enkelhetsskull förutsattevid framtagningenav
matriserna). Omskalningsproceduren ser ut så här:

void myReshape(int width, int height)
{
    ...
    glMatrixMode(GL_PROJECTION);
    glLoadIdentity();
    gluPerspective(120.0,((GLfloat)width)/((GLfloat)height),1.0,9.0);
    glMatrixMode(GL_MODELVIEW);
    glLoadIdentity();
    gluLookAt(0.0,0.0,1.0, 0.0,0.0,-3.0, 0.0,1.0,0.0);
}

Och omritningsproceduren

void display(void)
{
    glClearColor(1.0,1.0,1.0,1.0);
    glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
    CheckMatrix(GL_MODELVIEW_MATRIX);
    CheckMatrix(GL_PROJECTION_MATRIX);
    RitaNgt();
    glPushMatrix();
       glRotatef(45.0,0.0,0.0,1.0);
       CheckMatrix(GL_MODELVIEW_MATRIX);
       CheckMatrix(GL_PROJECTION_MATRIX);
       RitaNgt();
    glPopMatrix();
    glFlush();
}

I omritningsprocedurenskriver vi först ut modell-vy- och projektionsmatriserna.Därefterritar vi
något (godtyckligt vad, så ritproceduren finns inte med).

Utskrift av modell-vy-matris
 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000

 0.000000 1.000000 0.000000 0.000000

 0.000000 0.000000 1.000000 -1.000000

 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

Utskrift av projektionsmatris
 0.577350 0.000000 0.000000 0.000000

 0.000000 0.577350 0.000000 0.000000

 0.000000 0.000000 -1.250000 -2.250000

 0.000000 0.000000 -1.000000 0.000000

Modellvy-matrisenskall först vara sådanatt x- och y-värdenainte förändrasmedanzv = zw - 1
(vykoordinatsystemets origo ligger ju i zw = 1). Detta ger den först utskrivna matrisen.

Låt ossävenverifieradenutskrivnaprojektionsmatrisen.Vi harN=1,F=9ochA = tan60o. Somger
1/A=0.5774och -(F+N)/(F-N) = -10/8 = -1.25och -2NF/(F-N) = -18/8 = -2.25.Praktik och teori
stämmer alltså när det gäller projektionsmatrisen.
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Sedansägervi att allt somskall ritas skall roteras45 graderrunt z-axeln (i världskoordinatsyste-
met). Vi skriver återigenut modell-vy- och projektionsmatriserna.Projektionsmatrisenblir iden-
tiska, eftersom perspektivet inte ändras, varför vi nu bara tar med den första utskriften.

Utskrift av modellvy-matris
 0.707107 -0.707107 0.000000 0.000000

 0.707107 0.707107 0.000000 0.000000

 0.000000 0.000000 1.000000 -1.000000

 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000

Vi har ju gjort enrotationmed45 gradermotsolskring z-axeln, vilket barapåverkarx ochy. Där-
med är även den andra modellvymatrisen som den skall vara enligt teorin.

6  Från reella 2D-koordinater till heltaliga

Vi harnu transformeratallasynligapunktertill att hamnai enenhetskubi projektionskoordinatsys-
temet.Återståratt transformeradessavärden(xp,yp,zp) till heltaligaskärmkoordinater(fönsterkoor-
dinatervore kanske numeraett bättrenamn).Punktermedolika zp mensamma(xp,yp) hamnari
samma bildpunkt.

Och vi inser omedelbart att transformationerna

där funktionentrunc tänkeshugga av till närmstalägreheltal, uträttardet vi vill. Varje bildpunkt
motsvarar en liten kvadrat i (xp,yp)-planet. Se nästa avsnitt för kodning i C.

xp

yp

xp=-1                                                   xp=1

yp=1

yp=-1

(0,0)

WIDTH

H
E
I
G
H
T

col trunc 0.5WIDTH 1 xp+( )( )=

row HEIGHT trunc 0.5HEIGHT 1 yp+( )( )–=
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7  Ett eget 3D-system

Det är lätt att medutgångspunktfrån våratransformationsmatrisergöraett litet 3D-systemovanpå
ett befintligt 2D-system. Låt oss utgå ifrån att vi har ett kvadratiskt fönster med en given storlek
#define windowwidth 200
#define windowheight 200
där bildpunkterna numreras med ett heltalskoordinatsystem och att vi har en färdig rutin
DrawLine(int x0,int y0,int x1,int y1)
som drar ett streck från bildpunkten (x0,y0) till (x1,y1).

Låt datatypenPoint3D beskriva en punkt i 3D, t ex
typedef struct { double x, y, z; } Point3D;
Vi behöver nu tillverka väsentligen 2 procedurer:
void DrawLine3D(Point3D p0, Point3D p1)
void Camera(Point3D eye, Point3D at, double A, double N, double F)
därA, N ochF är somi avsnittetom projektion.Denförstaritar ett strecki 3D. Denandraplacerar
kameranetc. Vi tänker ossför enkelhetsskull att kameranskvadratiskasynfält skall avbildaspå
fönstret. Vi behöver också en global variabel (matris)
double T[4][4] sominnehållerdenmatrissomtransformerarfrån världskoordinatertill nor-
maliserade projektionskoordinater.

För att rita ett koordinatsystem sett från (2,2,2) i världskoordinatsystemet behöver vi bara anropa

Camera(makePoint3D(2.0,2.0,2.0), makePoint3D(0.0,0.0,0.0),
makePoint3D(0.0,1.0,0.0), 1,1,10);

DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(1,0,0));
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(0,1,0));
DrawLine3D(makePoint3D(0,0,0),makePoint3D(0,0,1));

därmakePoint3D ärenfunktionsomreturnerarettvärdeav typenPoint3D motsvarandedetrepara-
metrarna.I detföljandekrånglarvi inte till detutanskriver "rakt-på-kod" utanatt tänkapåeffektivi-
tet eller generalitet.ProcedurenCamera bygger upp matrisen T. De använda funktionerna
Normalize ochVectorProduct normaliserar en vektor respektive bildar en vektoriell produkt:

void Camera(Point3D eye, Point3D at, double A, double N, double F) {
Point3D e1, e2, e3;
double e3_dot_up;
double V[4][4], M[4][4];
// Beräkna enhetsvektorn för vykoordinatsystemets z-axel
e3.x = eye.x - at.x; e3.y = eye.y - at.y; e3.z = eye.z - at.z;
e3 = Normalize(e3);
e3_dot_up = e3.x*up.x+e3.y*up.y+e3.z*up.z;
// Beräkna enhetsvektorn för vykoordinatsystemets y-axel
e2.x = up.x - e3_dot_up*e3.x;  e2.y = up.y - e3_dot_up*e3.y;
e2.z = up.z - e3_dot_up*e3.z; e2 = Normalize(e2);
// Beräkna enhetsvektorn för vykoordinatsystemets x-axel
e1 = VectorProduct(e2,e3);
// Nu kan vi omedelbart beräkna matrisen M (M-tilde) som beskriver
// övergången från världskoordinater till vykoordinater och sedan
// matrisen V som beskriver övergången från vykoordinater till
// perspektivkoordinater. Slutligen beräknas T = VM.
...

}

ProcedurenDrawLine3D blir som följer och utnyttjar de därpå två följande procedurerna.
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void DrawLine3D(Point3D p0, Point3D p1) {
Point3D p, q; int x0, y0, x1, y1;
toProj(p0,&p); toProj(p1,&q);
toScreen(p,&x0,&y0); toScreen(q,&x1,&y1);
DrawLine(x0,y0,x1,y1);

}

void toScreen(Point3D p, int* x, int* y) {
// -1<p.x,p.y<1 is the relevant portion
*x = (int) (0.5*windowwidth*(p.x + 1)); // (int) hugger av
*y = windowheight - (int) (0.5*windowheight*(p.y + 1));

}

void toProj(Point3D p, Point3D* q) {
double w;
q->x=T[0][0]*p.x+T[0][1]*p.y+T[0][2]*p.z+T[0][3];
q->y=T[1][0]*p.x+T[1][1]*p.y+T[1][2]*p.z+T[1][3];
q->z=T[2][0]*p.x+T[2][1]*p.y+T[2][2]*p.z+T[2][3];
w = T[3][0]*p.x+T[3][1]*p.y+T[3][2]*p.z+T[3][3];
q->x=q->x/w; q->y=q->y/w;  q->z=q->z/w;

}

Med denhärenklateknikenkanvi kommaatt rita sådantsominte skall synas.Det endasomskall
synasär ju detsomrymsinomdenavhuggnasynpyramiden,dvskubeni normaliseradeprojektions-
koordinater, dvs vi måsteklippa bort allt somligger närmreanvändarenän det hitre klipp-planet,
dvsplanetzp=-1. Gör vi inte detkommerdedelarnaatt ritasuppochner. Klippning av enpunktär
lätt, men betydligt mer kompliceradför t ex linjer. Vi måstenaturligtvis ocksåförhindra zv=0
(annars blir det ju division med 0).

Skall vårt systemäven lösasynlighetsproblemetbehöver vi en simuleraddjupbuffert medåtmins-
tone en punktritningsprocedur.

// Depth-buffer part
double dbuff[windowheight][windowwidth];

void ClearBuffer() {
     int i,j;
     for (i=0;i<windowheight;i++) {
        for (j=0;j<windowwidth;j++) dbuff[i][j]=-30.0;
     }
}

void DrawPoint3D(Point3D p0) {
     Point3D p;
     int x0, y0;
     toProj(p0,&p);
     toScreen(p,&x0,&y0);
     if (p.z>dbuff[x0][y0]) {
         DrawPoint(x0,y0);
         dbuff[x0][y0]=p.z;
     }
}

därDrawPoint, som ritar i fönsterkoordinater, tänkes finnas färdig

12 FRÅNVÄRLD TILL SKÄRM

Ochsåhärkanvi fortsättai all oändlighettill dessvi nåttdetfulländadegrafiksystemet!Grafiksys-
temetsomdetbeskrivits härfinns i enX -versionXex3D.c i ~graf/DEMOS. Kodenär tyvärr inte

struktureradsåatt manlätt byter till t ex Windows. Figurenovan innehållandetre koordinataxlar
och fyra olikfärgade kubsidor är ritad med det.

8  Transformation av normaler

Vi vet nu att mantransformerarpunkterfrån ett modell- eller världskoordinatsystem(koordinater
(xw,yw,zw)) till ett vykoordinatsystemoch vidare till ett normaliseratprojektionskoordinatsystem
(koordinater(xp,yp,zp) medPv = TPw respektive wPp = TPw, därT är någon4x4-matris,somkan
ses som sammansatt av matriser för translation, rotation och skalning.

Hur är detdåmednormaler. Behöver vi bry oss?Egentligeninte,menom vi vill vetahur OpenGL
bärsigåtär fråganbefogad.Detfinnsdessutomen- enligtmin mening- smarttillämpningav sådan
kunskapi sambandmedsynpyramidgallring ("rita barasådanaföremålsomberörsynpyramiden"),
vilken jag tycker förtjänar ett eget avsnitt 9.

BetraktasominledningplanetPLAN i figurennedanmedtillhörandenormalN. Låt ossgöraen
olikformig skalning,sombeståri attallay-koordinaterhalverasmedanx-koordinaternabevaras.Då
övergår planet i det streckade nya planet. Transformationen kan beskrivas med matrisen.

T 1 0

0 0.5
=

Normal N till planet PLAN

Falsk normal till nya planet

Nya planet

Det givna planet PLAN

Äkta normal till nya planet
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Det ligger möjligennäratill handsatt tro att normalentill detnya planetfåsgenomatt låtersamma
transformationverkapåN, menresultatetblir dåi ställetdenvektorsomi figurenkallas"falsknor-
mal". Däremotservi attenäktanormalärT-1N (i figurenärdennågotkortare),vilket visarsigvara
nästan sant även allmänt.

Det allmännaresultatetär att om wP’ = TP, såär N’ = (T-1)*N, där * betydertransponat(somju
innebäratt matriselementetaij byterplatsmedaji). Här är alla matriser4x4 ochalla vektorer4x1,
vilket innebär attN har en fjärde komponent, vars värde strax anges.

Vi använder i fortsättningendet bekvämareskrivsättet(a,b) för skalärproduktena•b mellan två
vektorera ochb (3-dimensionella eller 4-dimensionella), dvs

där n = 3 eller n = 4. Vi kommer att utnyttja att om A är en matris, så är (Aa,b) = (a,A*b) och
(A*)-1 = (A-1)*.

Låt ossförst sepåfallet att inga homogenakoordinaterbehövs,dvsatt inga translationerär inblan-
dade.Då har vektorernatre komponenteroch matrisernaär 3x3. Vi utgårfrån ett plan medkänd
normalN, somalltsåär vinkelrätmot planet.Alla punkterP transformerasenligt TP. Om P0 ochP
ärpunkterpåplanetgälleralltså(N,P-P0)=0.Dettaär ingetannatänplanetsekvation.Jaghävdarnu
att N’ = (T*)-1N = (T-1)*N är en normal till det transformerade planet. Detta följer av att
(N’,T(P-P0)) = (T*N’,P-P0) = (T*(T*)-1N, P-P0) = (N, P-P0) = 0

Slutligentittar vi pådetallmännafalletmedhomogenakoordinater, somju behövsför attklarahela
transformationskedjan. Vi har

NormalenN skall nu hafyra komponenter. Vi vill haenmotsvarighettill (N,P-P0)=0 i det tidigare
fallet. Om planets ekvation är Ax + By +Cz +D = 0, vet vi att (A,B,C)* är en normal och sätter

Dåär (N,P) = 0 för punkterP påplanetochmedsammatyp av resonemangsomtidigarefår manatt
det transformerade planet har parametrarna

a b,( ) aibi
i 1=

n

∑=

w

x'

y'

z'

1

wP' TP T

x

y

z

1

= = =

N

A

B

C

D

=

A'

B'

C'

D'

N' T
*( )

1–
N T

*( )
1–

A

B

C

D

= = =
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Detta kan alternativt uttryckas på formen

Vi haralltsådirektasambandinte baramellannormalernautanävenmellanplanen.Omedvetethar
vi faktiskt samtidigt visat att ett plan förblir ett plan under de transformationer som är aktuella.

Övning: Visa att om punktenP ligger på framsidanav planet defineratav N (sammasom att
(N,P)>0), så ligger TP på framsidan av det transformerade planet (T*)-1N och omvänt.

9  Synpyramidgallring

Detär ju onödigtatt försökarita sådantsomintekommeratt synas.Annorlundauttrycktärdetonö-
digt att skickaobjektsomligger helt utanförsynpyramidentill grafikprocessorn.Denstorafrågan
somintekommerattbesvarashärärvilketsomgårfortast:testeller ritande.Menlåt ossi alla fall se
hur detta kan gå till (jag påstår inte att sättet här är det praktiskt bästa).

Låt ossförst tänkaossatt objektenär kändai världskoordinatsystemet.Det är inte särskiltsvårtatt
givet positionenför betraktaren,betraktningsrikningochsynvinklar räknaut ekvationerför desex
begränsande planen i synpyramiden (inklusive hitre och bortre klipp-plan).

Om objektetär ensfärmedvissradieochmedmittpunkteni envissposition,är detsedanbaraatt
räknaut avståndetmellanmittpunktenochett av planen.Om punktenligger påutsidanochavstån-
det är störreän radien,ligger sfäreni sin helhetutanför just dettaplan. Processenupprepasför
övriga plan.AvståndetmellanenpunktP = (x,y,z) ochplanet(A,B,C,D) gesav F(x,y,z) = Ax + By
+Cz +D om A2 + B2 + C2 = 1, dvs om den riktiga normalen är normaliserad.

Om objekteti ställetär en allmänkonvex polyeder, kan vi kontrollerahörn efter hörn genomatt
stoppa in i planens ekvationer. Eller också använder vi en omskriven sfär.

Men vi arbetarnormalt inte medkoordinateri världskoordinatsystemetnär det gäller de grafiska
objektenutani modellkoordinatsystemet.Visstskullevi kunnaräknaut världskoordinater, mendet
är ju ett arbetesomvi gärnaöverlåterpå grafikprocessorn.I stället kan vi görade olika testeni
modellkoordinatsystemetom vi uttrycker synpyramidensplan i det. Verkar lika illa eftersomi så
fall deninverterademodelltransformationenförefaller att behöva användas.Och då kan vi ju lika
väl ta stegetfullt ut ochutgåfrån synpyramideni projektionskoordinatsystemet.En strålandeidé. I
projektionskoordinatsystemetkännervi ju de begränsandeplanen(jfr fig sid 6). Transformations-
matrisenT=Proj*M (från modellkoordinatertill projektionskoordinater)kanvi beräknagenomatt

A

B

C

D

T
*

A'

B'

C'

D'

=
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läsaav delsprojektionsmatrisenProj, delsmodell-vy-matrisenM pådetsättsombeskrivs i avsnitt
8 i OpenGL-häftet(användesäven i avsnitt 5 här).Därefterkanvi beräknaplaneni modellkoordi-
natsystemet eller världskoordinater (om vi inte har någon modelltransformation) med

Det hitre klipp-planetharekvationen-z - 1 = 0 (medutåtriktadnormal),dvs(A,B,C,D) = (0,0,-1,-
1). Detta tillsammansmedsambandetmellanN och N’ ger kolumnenför Hitre i tabellennedan.
Övriga kolumner fås på motsvarande sätt.

10  Rastrering

Detta avsnitt blir aktuellt först när vi tittar på texturer.

Detsomärenlinje i vårvärld fortsätterattvaraenlinje påvårskärm(eller i skärm+djup).Det inne-
bäratt vi barabehöver transformeraändpunkternaochsedankangenereralinjen påskärmen.Mot-
svarandegällertrianglarochpolygoner. Men sägatt vi harnågotsomvarierarlinjärt utmedenlinje
elleröverentriangeli denverkligavärlden,t ex djup, färg ellerentextur (precisareentexturkoord-
inat). Somframgårav exempleträcker det inte att linjärinterpoleratexturkoordinaterom vi vill ha

perspektivistiskt korrekt texturering(bildenär korrekt),eftersomobjektskall "krympa" näravstån-
det till betraktaren ökar. Vi skall här reda ut hur vi (eller grafikkretsen) måste gå tillväga.

Hitre Bortre Undre Övre Vänster Höger

N’
i projek-
tionskoor-
dinater

N
i modell-
koordina-
ter

N T
*

N'
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Vi harenlinje medändpunkternaP0 = (x0,y0,v0)
* ochP1 = (x1,y1,v1)

* i vykoordinatsystemetmen
med den tredje axeln i synriktningen (härigenom slipper vi ett tankesteg), dvs vi = -zi > 0.

För en godtycklig punkt (x,y,v) på linjen finns det ett tal 0≤α≤1, sådant att
.

Detta är ju helt enkelt en parameterframställning av linjen.

Påmotsvarandesättgäller för motsvarandepunkt (x’,y’,D) pådenperspektivprojiceradelinjen att
det finns ett tal 0≤β≤1, sådant att

.

Det är uppenbartatt om α=0 såär β=0 ochvice versa.Likaledesär α=1 om ochendastom β=1.
Om transformationhadevarit linjär hadedet genomgåendegällt att α=β. (P punkt på linjen med
ändpunkterP0 ochP1, dvsP=P0+α(P1-P0), P’ = MP gerP’=M P0+α(MP1-MP0)=P’ 0+α(P’ 1-P’ 0)).
Men nu är den inte det. Vi söker ett samband mellanα ochβ.

Bilden är litet missledandeeftersomdet kan finnasen ytterligaretransformationer(normalisering
och övergång till skärmkoordinater), men dessa är ju linjära (i x och y; vi skalar ju bara x och y).

Ekvationen (2) säger att

Eftersom (från figuren; likformiga trianglar)

får vi

Om vi här stoppar in uttrycket för y från (1) och räknar på litet, finner man att

y
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y
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vilket väl ocksåbordekunnatasfram medlikformighet.Stopparvi sedanin uttrycket för v från (1)
blir det

eller om vi så vill

Vi kan slutligen skriva

Vi kanhärersättay medvilkenannanstorhetsomhelstsomvarierarlinjärt längslinjen. Speciellt
med v i stället för y fås

eller

Formeln (3) kan formuleras som

där täljareochnämnarevar för sig kan framräknasmedlinjär interpolationmedβ mellanvärdena
vid ändpunkterna.

Vi får ta till sådanahärformler t ex närvi vill haperspektivistiskt korrekt texturering.Tagt ex föl-
jande situation med en kvadrat

β
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Texturkoordinaternaärkändai hörnen.Menvi kaninteberäknademi engodtyckligpunktpåskär-
men med vanlig linjär interpolation. Däremot med

sominnebären flyttalsdivision per ny bildpunkt och texturkoordinat.Flyttalsdivisionerhar hittills
alltid varit extremtdyrai förhållandetill andraoperationer. Ett trick i dentidiga datorspelsindustrin
därmanframför allt ladetexturerpåvertikalaväggar ochhorisontellatak ochgolv, var att rita väg-
garnai form av successiva vertikalastreck,längsvilka ju v är konstant.Härigenomräcker detmed
en division per streck eftersom övriga kan ersättas av multiplikationer.

11  Om klippning i 3D

Vi skallhärberöranågraprincipiellafrågorkring klippning,dvsförhindrandeav attsådantsominte
skall synasritas.Vi går inte för närvarandein på någraeffektivitetsresonemangoch inte heller på
algoritmer. I avancerade grafiska system sköts klippningen liksom mycket av en grafisk processor.

Vi gör först klart för ossvadsomskall synasochhur ett parparametrarpåverkarvår bild. Figuren
ovanvisarvykoordinatsystemetmedorigodärobservatören(ögat)befinnersig.PåavståndetD från
ögat finnsett projektionsplan.Föremålenprojiceraspådettaplan,t ex övergårpunktenP i P'. Våra
tredimensionellaobjekt förs pådettavis över till tvådimensionellaavbildningar. En del av projek-
tionsplanetavbildassedanpåett aktuellt rifönsterhosendatskärm.Hur stordel av projektionspla-
net som tas med bestäms enligt tidigare diskussion av vad vi sätter synvinkeln till.

Det är uppenbartatt ju störreA är, destomindreter sig ett föremålav engivenstorlek.Vidareblir
intrycket av ett föremålmindreom detavlägsnasfrån observatöreneller om projektionsplanetnär-
mar sig observatören.

Allt somfinnsutanförenpyramid(somi figurenvisassomentriangel)begränsadav bl a desneda
planeny=±Az/D, x=±Az/D med z≥0 är osynligt eftersomsådanapunkterprojicerasutanför den
valda delenav projektionsplanet.T ex är hela det högratjocka strecket synligt, medanbaraden
undre delen av det vänstra är det.
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Fråganär dåvilka åtgärdersombehöver vidtas.Vi skall först seatt klippning av objektsomfinns
bakomobservatörenmåsteske.Vi erinrarossformlernaför perspektivprojektionen,dvsövergången
från vykoordinatsystem till perspektivkoordinatsystem.

xp = xvD/zv, yp = yvD/zv, zp = preliminära eller definitiva

vilka vi tagit fram meddet underförståddaantagandetatt zv är störreän 0, vilket naturligtvis inte
gäller för punkterbakom observatören.Geometrisktbetyderdessaformler det somåskådliggörsi
nästafigur. En punkt P framför ögat projiceraspå projektionsplanetsP'. En motsvarandepunkt Q
bakom ögat menmedsamma(xv,yv) hamnarpåprojektionsplanetsQ' ochkandärförefterprojek-
tioneninte skiljasfrån punktenR:s projektion.Punkterbakom ögat måstesåledesklippasföre per-
spektivprojektionen.Noteraävenatt linjen PQvid projektionutanklippning skullebrytasnedi två
segment, vara det ena sträcker sig frånP' till ∞ och det andra frånQ' till ∞.

Menpunktermellanxy-planetochpyramidenbehöverdeklippas?Matematisktsettbehövsdetinte.
De hamnarju utanförgränsernai användarkoordinatsystemetochritasdärförinte hellerom 2D-rit-
ningenfungerarsomdenskall. Men inte alla grafiksystemskötersitt jobb korrekt.T ex arbetarX
med 16-bitars heltal när det gäller heltalskoordinater och därför uppfattas t ex x=66000
(65536+464) och x=464 som samma tal. Detta är lätt att kontrollera med t ex

XDrawLine(Xdpy,window,Xgc,100,10,200,10);
XDrawLine(Xdpy,window,Xgc,65536+100,40,65536+200,40);

somgertvå horisontellalinjer undervarandra,trotsatt denenaligger helt utanförfönstret.Ytterli-
gareett skälär effektivitetsmässigt:manvill bli av medpunktersominte skall visassåtidigt som
möjligt i transformationskedjan så att man inte behöver räkna så mycket på dem.

Nu läggermanoftastinte klippningsplanetvid zv=0, utannågonstansmellandetplanetochprojek-
tionsplanet.Härigenomundviker vi deproblemsomsmåzv-värdenskulleställatill medvid tilläm-
pandet av formlerna ovan (egentligen är det bara en omgivning till origo som är "farlig").

MenklippningmedD>0 introducerarettnytt problem,somillustrerasi nästafigur. Nu kanplötsligt
delarav föremålframför observatörenbli synliga, trotsatt deegentligendöljs av av andraföremål.
När vi i figurenklipper föremålF1 mot klippningsplanetsåblir övre delenav föremålF2 synlig.
Problemetblir naturligtvismeraaccentueratju längrebort klippningsplanetplaceras.Det är något

zvzvzvzv
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vi får lov att leva med.Det finnsfall därmanlåterklippningsplanetsammanfalla medprojektions-
planet.Dettakan försvarasmedatt manserparetobservatör/projektionsplanetsomen observatör
utrustad med en kamera (tubkikare är väl kanske en bättre analogi).

zzvzv


