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1 Motivation

Disjunktionseigenschaft. Wenn Aussage A V B gilt, wiisste man gerne, ob
nun A oder B wahr ist. Im Allgemeinen kann einem in der klassischen Logik
dieser Wunsch jedoch nicht erfiillt werden. Das Gesetz vom ausgeschlossenen
Dritten (lat. tertium non datur (TND), engl. law of the excluded middle) AV—A
gilt jedoch fiir beliebige Aussagen A, ohne dass man einen Beweis fiir A oder
sein Gegenteil hitte. Spekulation: Das entspricht philosophisch der Postulation
eines logisch allwissenden Gottes.

Man kann sich jedoch auch auf den Standpunkt des Konstruktivisten stellen:
Wahr ist nur, was bewiesen ist. Dann erfordert die Wahrheit von A V —A ent-
weder einen Beweis von A oder von —A, also kann TND nicht allgemein gelten.
Wiéhrend die klassische Logik bereits im Altertum formalisiert wurde (Aristo-
teles), ist die konstruktive (oder intuitionistische) Logik eine Entwicklung des
20. Jahrhunderts, angestolen durch die grole Grundlagenkrise der Mathematik
um 1900.

2 Brouwer-Heyting-Kolmogorov-Interpretation

Stellen wir uns nun auf den intuitionistischen Standpunkt. Was gilt nun als
Beweis einer Aussage A? Kolmogorov [Kol32] sieht eine Aussage als Aufgaben-
stellung an und einen Beweis als eine Vorschrift, wie die Losung zu erlangen
ist.

e Ein Beweis von A A B ist ein Paar (p, ¢), wobei p ein Beweis von A und ¢
ein Beweis von B ist.

e Ein Beweis von A V B ist ein Paar (b,p), wobei b ein Bit ist und p ein
Beweis von A, falls b = 0, und ein Beweis von B, falls b = 1.

e Ein Beweis von A = B ist ein Programm f, dass einen beliebigen Beweis
von A in einen Beweis von B transformiert.

e Ein Beweis von —A ist ein Programm f, dass einen beliebigen Beweis von
A in einen Beweis von L transformiert.



e Der Beweis von T ist trivial.

Diese Definition kann auch als Vorschrift zur Vereinfachung von Aufgaben-
stellungen gelesen werden, z. B., “um die Aufgabe AA B zu losen, 16se sowohl A
als auch B”, “um die Aufgabe AV B zu lésen, entscheide dich, entweder A oder
B zu 16sen”. Die Aufgabe T kann als schon gelost betrachtet werden. Die Auf-
gabe 1 kann nicht weiter vereinfacht werden, d.h., es gibt keinen kanonischen
Beweis von L.

Mehr zur BHK-Interpretation unter “Beweisterme”.

Referenz: Andrei Kolmogorov, Zur Deutung der intuitionistischen Logik (1932)
[Kol32].

3 Natiirliches Schlieflen

Engl. natural deduction (ND).
Aussagen:

AB,C:=P|T|L|ANB|AVB|A= B.
Die Negation —A ist definiert als A = L.

Der Kalkiil des Natiirlichen Schlief3ens
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Dabei entsprechen die Einfiihrungsregeln (introduction rules) mit Namenssuffix
| den BHK-Konstruktionsprinzipien fiir Beweise. Die Eliminationsregeln (elimi-
nation rules) mit Suffix E sind noétig, um hypothetische Beweise zu zerlegen,



um z.B. aus einem angenommenen Beweis von A A B einen Beweis von A zu
machen. Einen Beweis mit einer |-Regel zu konstruieren und unmittelbar da-
nach mit einer E-Regel wieder zu zerlegen, stellt einen Umweg dar, und kann
abgekiirzt werden (siehe Beweisreduktionen).

4 Natiirliches Schlief3len in Tutch

Tutch (tutorial proof checker) ist ein Beweispriifer fiir natiirliches Schliefen zur
Ubungszwecken. Download und Dokumentation siehe:

http://wwuw.tcs.ifi.lmu.de/ abel/tutch

Tutch ist in SML implementiert und benotigt einen aktuellen Standard ML of
New Jersey Compiler zur Installation. Entwicklung eines Beweises in Tutch:

Formel in Tutch
T

1L
AANB
AV B
A=B
-A
A& B A

L R

Tabelle 1: Propositionale Formeln in Tutch.

Tutch kann auch unvollstdndige Beweise priifen, meldet dann aber einen Fehler
der auf die Liicke zeigt. Dieses Feature machen wir uns zunutze und entwickeln
einen Beweis inkrementell:

proof andl : A =>B => A & B =
begin

A=>B=>A&B
end;

Dies ist die minimale Eingabe, die Tutch verarbeiten kann. proof, begin, end
sind Schliisselworter. Wir entwickeln einen Beweis der Aussage A => B => A & B
und geben ihm den Namen andI. Zwischen begin und end steht der Beweis als
Liste von Aussagen, die letzte Aussage muss mit der zu beweisenden iiberein-
stimmen.

Nach Aufruf von tutch andI.tut erhalten wir folgendes Ergebnis:

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 $
[Opening file andI.tut]

Proving andI: A =>B => A & B ...
andI.tut:4.3-4.18 Error:



Unjustified line . |- A =>B=>A&B
Assuming this line, checking remainder...
Proof incomplete

[Closing file andI.tut]

Die Datei ist also syntaktisch korrekt, aber der Beweis ist unvollstdndig. Um die
Implikation A => (B => A & B) zu beweisen, nehmen wir A an und beweisen
unter dieser Annahme B => A & B. In Tutch gibt es dafiir die eckigen Klam-
mern: Die erste Aussage nach der 6ffnenden Klammer ist die Annahme, die
letzte Aussage vor der schliessenden Klammer die Konklusion.

proof andI: A =>B => A & B =
begin
[ 4;

B=>A&BI;
A=>B=>A&B
end;

Nun meldet Tutch:
Unjustified line A |- B => A & B
Weiter nehmen wir B an und beweisen A & B:

proof andI: A => B => A & B =

begin
[ A;

[ B;
A&BIl;
B=>A&B];
A=>B=>A&B

end;

Der Beweis ist fertig, da A & B aus den sichtbaren, dariiberliegenden Aussagen
durch Anwendung einer einzigen Regel, Und-Einfithrung, folgt. Mit tutch -v andI.tut
erhalten wir ein Protokoll der Beweispriifung:

Proving andI: A =>B => A & B ...

1 [ A;

2 [ B;

3 A&BI; by AndI 1 2

4 B=>A&BI; by ImpI 3

5 A=>B=>A&B by ImpI 4
QED

Tutch hat jede Aussage (auler den Annahmen) mit der Regel annotiert, die die
Aussage beweist, mit den Nummern der Aussagen, die an diesem Schritt direkt
beteiligt sind.



5 Natiirliches Schlielen mit expliziten Annah-
men
Besonders wenn man etwas {iber den Kalkiil des natiirlichen Schlielens zeigen

mochte, ist es gut, die aktuell sichtbaren Annahmen zu jeder Zeit explizit zu
nennen. Damit ergeben sich folgende Regeln:

Der Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens mit expliziten Annahmen T
A. T sei eine Menge von Aussagen, die aktuellen Annahmen (Hypothesen).

AeT I AFB r'-A=B TFrA
hyp & — ~E
TrA I'-A=B I't+B
'-4 TF+B I'-AAB PEANB
I'-AAB rrA ! r-n -
I'FA B
g, 2w
I'-AVB I'-AVB
PHAVB DAFC TBEC
V
rtc
el
rET o

Es ist eine Regel hyp hinzu gekommen, die besagt: Jede Annahme gilt als bewie-
sen. Die Regeln =1 und VE fiigen neue Annahmen hinzu (liest man die Regeln
von unten nach oben), alle anderen Regeln lassen I' unberiihrt.

6 Beweisterme

Nach der BHK-Interpretation ist ein Beweis ein Programm zur Losung einer
Aufgabe. Im Folgenden formalisieren wir diese Programme.

Beweisterme (Church-Stil):

rs,tu=x |zttt |rs einfach getypter A-Kalkiil (fiir =)
| (r,s) | fstr |sndr Paare und Projektionen (fiir A)
|inlpt|inlat Injektionen und. ..

| caser of inlz? = s | inry? =t

10

| aborte

... Fallunterscheidung (fiir V)
leeres Tupel (fiir T)
Ausnahme (exception) (fir L)



Typisierung: I sei eine Menge von Variable-Aussage-Paaren, geschrieben x:
A. Wir definieren induktiv ein Urteil I' ¢ : C das besagt: Unter den Annahmen
[ ist der Term t ein giiltiger Beweis der Aussage C.

(x:A)EFh
'kz:A P
Iz:A+t:B 'tr:A=1B I'ks: A
= =E
Xzt t: A= B 'krs:B
'tr:A I'-s:B 'r:AAB ''kr:AAB
ANl TN —— T AR,
F'E(r,s):ANB [fstr: A ' Fsndr: B
'Ht: A I'+t:B

Vi Viy
I'+inlgt: AV DB I'Finrat: AV B

''kr:AVB Tx:Aks:C Iy:B+t:C

5 VE
I' Fcaserofinlz? = s | inry® = t:C
'kFr:L
— Tl
. — |E
LEQ):T I' Fabortgr: C

Die Propositions-Annotationen in den Beweistermen zu =1 und LE sind so
gewihlt, dass man die bewiesene Proposition C' zu einem Beweisterm ¢ durch
strukturelle Rekursion iiber ¢ miihelos reproduzieren kann.

Ubung 1 Gegeben ein Typisierungskontext I' und ein Beweisterm ¢ im Church-
Stil berechnet die Funktion typeOf(T" F t) die von ¢ bewiesene Aussage A durch
Rekursion iiber ¢. Falls ¢ nicht wohlgetypt ist in ', wird @ zuriickgegeben. Defi-
nieren Sie typeOf, in Anlehnung an obige Regeln.

In den Einfithrungsregeln (I, engl. introduction) erkennen wir die Definiti-
on eines kanonischen Beweises nach Brouwer-Heyting-Kolmogorov wieder. Es
gibt keinen kanonischen Beweis der Absurditét, also keine Regel LI. Die Be-
seitigungsregeln (E, engl. elimination) erkliren, wie man vorhandene Beweise
verwenden kann, um die Beweisaufgabe zu l6sen. Auf den trivialen Beweis von
T hat man keine Arbeit verwendet, kann ihn also auch nicht sinnvoll benutzen,
deshalb keine Regel TE.

7 Beweisterme in Tutch

In Tutch werden Beweisterme sehr #hnlich geschrieben, es gibt die folgenden
Unterschiede:

1. Keine Propositions-Annotationen.



2. Az.t wird geschrieben als fn x => t (wie in SML).

3. Fallunterscheidung wird mit end abgeschlossen, also
case r of inl x => s | inr y => t end

Ein Tutch-Beweis kann mit Beweistermen annotiert werden, die von Tutch dann
auf Korrektheit gepriift werden. Z.B.

annotated proof andl : A =>B => A & B =
begin
[ x : A;

[y : B;

(x,y) : A& B1];

fny => (x,y) : B=> A& B ];
fnx =>fny = (x,y) : A=>B=>A&B
end;

Das Schliisselwort annotated zeigt an, dass nun jede Aussage einen Beweisterm
erfordert. Annahmen werden mit Variablen annotiert, hergeleitete Aussagen mit
einem zusammengesetzten Term. Dabei ist jeder Term ein voller Beweis fiir die
dahinterstehende Aussage, dadurch ergibt sich eine gewaltige Redundanz: Jeder
Teilbeweis muss vollstéandig wiederholt werden.



8 Coq

Das Beweissystem Coq basiert auf einem Kalkiil &hnlich dem natiirlichen Schlie-
Ben.

Section Examplel.
Variables (A B C: Prop).

Theorem currying : and A B -> C <-> A -> B -> C.
split.
intros f a b.
apply f.
split. assumption. assumption.
intros f ab.
inversion ab.
apply f. assumption. assumption.
Qed.

Theorem orElim : or A B -> C <-> and (A -> C) (B -> C).
split.
intros f.
split.
intros a. apply f. left. exact a.
intros b. apply f. right. exact b.
intros gh d.
inversion_clear gh as [ g h ].
inversion_clear d as [ a | b ].
apply g. assumption.
apply h. assumption.
Qed.

End Examplel.

Eine Coqg-Datei kann mehrere Sections enthalten, die jeweils lokale Annahmen
(z.B: Variables) deklarieren diirfen. Das ist dem theory-Mechanismus von
PVS &hnlich. Die Bibliothek Coq.Init.Logic, die automatisch geladen wird,
enthilt die Definition der logischen Konnektive. Prop ist der Typ der Aussagen
(war boolean in PVS).

Tabelle 3 zeigt die den Beweisregeln des natiirlichen Schlieflens entsprechen-
de Cog-Taktiken. Die Entsprechung ist nicht eins-zu-eins, die inversion-Taktik
entspricht eher einer Links-Regel des Sequenzenkalkiils denn einer Eliminations-
regel des natiirlichen Schliefens. Varianten:

e intros x y z fithrt gleich 3 Hypothesen ein.

e apply f fithrt auch mehrere =E-Schritte auf einmal aus, z.B., falls f :
A = B = C und das aktuelle Ziel C ist, dann werden zwei neue Ziele A



Formel in Coq Alternative
T True

1 False

ANB A /\B and A B

AV B A\/ B or A B
A=DB A ->B
—-A A not A

A& B A <->B iff A B

Tabelle 2: Propositionale Formeln in Coq.

Regel Coqg-Taktik Alternative

hyp exact x assumption
= intros x

=E apply r

Tl split

Al split

ANE inversion x elim x

Vi left

Vl,  right

VE inversion x elim x

1E inversion x elim x

weak clear x

Tabelle 3: Natiirliches Schlieflen in Coq.



und B erzeugt.

e split kann auch angewendet werden, falls das Ziel von der Form A; —

-— A, — C'ist und C eine Konjuktion. Dann werden vor der Aufsplit-

tung die Aussagen A; als Hypotheses eingefiihrt. Dasselbe gilt analog fiir
left und right.

e inversion_clear h zerlegt wie inversion h die Hypothese A in ihre Be-
standteile, zusétzlich wird noch h entfernt. Beide Taktiken kann noch eine
Liste von Bezeichnern [ x1 ... xn ] fiir die neuen Hypothesen mitgelie-
fert werden. Entstehen durch die Zerlegung mehrere Unterziele (wie z.B.
bei VE), so miissen Bezeichner fiir jedes Unterziel mitgeliefert werden. Die
Bezeichnerliste wird dann durch | entsprechend partitioniert.

e elim x kann auch auf Hypothesen der Form A; — --- — A, — C und
C Konjunktion, Disjunktion oder Falsum. Dann werden die A; als neue
Ziele hinzugefiigt.

e cut (A) fiigt die Annahme A hinzu, die dann separat noch bewiesen wer-
den muss.

Beweisterme. Wurde Theorem bla : Ain Coq bewiesen, so kann der Bewei-
sterm mit Print bla (oder auch Check bla) eingesehen werden. In Coq kénnen
Beweisterme auch direkt eingegeben werden. Hier haben wir einige Aussagen mit
Termen bewiesen, u.a. die des letzten Beispiels:

Section Example2.
Variables (A B C: Prop).

Definition curry : (and AB ->C) ->A ->B > C
:= fun f a b => f (conj a b).

Definition curry’
:= fun (f : and A B ->C) (a : A) (b : B) => f (conj a b).

Definition uncurry : (A -> B -> C) -> and A B -> C
:= fun f p => f (projl p) (proj2 p).

Definition join : and (A ->C) (B ->C) ->or AB ->C
:= fun gh d =>
match d with
| or_introl a => projl gh a
| or_intror b => proj2 gh b
end.

Definition fsplit : (or AB -> C) -> and (A -> C) (B —> C)

10



:= fun f => conj (fun a => f (or_introl B a))
(fun b => f (or_intror A b)).

Definition abort : False -> C
:= fun h => match h with end.

Definition delay : C -> (True -> C)
:= fun c i => c.

Definition force : (True -> C) -> C
= fun £ => £ I.

End Example2.

Die Definition eines Beweistermes kann entweder die zu beweisende Propositi-
on mit angeben (Bsp. curry) oder vom System inferieren lassen (Bsp. uncurry).
Dann miissen aber die Aussagen zu den (wenigstens einigen) Hypothesenvaria-
blen angegeben werden. (Die Annotation der Variable a und b ist hier iiber-
fliissig.) Besondere Vorsicht ist bei or_introl und or_intror geboten: Sie

Beweisterm in Coq

Azt fun (x : A) => t
rs r s

0 I

(r,s) conj r s

fstr projl r

sndr proj2 r

inlr: AV B or_introl B r
inrr: AV B or_intror A r

caser of inlz = s | inry® =t
match r with | or_introl x => s | or_intror y => t end
aborto r match r return C with end

Tabelle 4: Beweisterme in Coq.

bendétigen als erstes Argument die Aussage der Disjunktion, die nicht vom Be-
weisterm (zweites Argument) beweisen wird. In einem match-Ausdruck muss
dieses zusétzliche Argument aber wegelassen werden. Die LE-Term abort wird
als Fallunterscheidung iiber 0 Alternativen repriisentiert. Die durch ein match
zu beweisende Aussage C kann immer mit return C angegeben werden, muss
aber nicht.

9 Herleitbare und zulissige Regeln

Wir verwenden J als Abkiirzung fiir ein Urteil (engl. judgement), z.B. I" - A
oder I' +1¢: A.

11



Definition 2 (Herleitbare Regel) Eine Beweisregel
SR
J

heisst herleitbar (engl. derivable), falls es einen Beweisbaum von J mit Blédttern
Ji, ..., J, gibt.

Beispiel 3 (Schnittregel) Die Regel

'rA T,AFB
T'+-B

cut

ist im Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens herleitbar. Wir geben eine Herleitung
mit Beweistermen an:

I'z:AFt:B
=
Iks:A I'Fxztt: A= B
T =E
Ik (Ax?.t)s: B
Definition 4 (Zulissige Regel) Eine Beweisregel
Ji.ooody
J
heisst zuldssig (engl. admissible), falls aus den Herleitungen von Ji, ..., J, eine
Herleitung von J berechnet werden kann.
Beispiel 5 Die beiden Regeln
ret: A Tz:AFt: B I'ks: A
weak subst

T Ht: A I +t[s/x]: B
sind zuléssig. Beweis siehe folgende Lemmata.

Lemma 6 (Abschwichung) Wenn T Ft: A, dann T, TV F¢: A.
Proof. Durch Induktion iiber die Herleitung von I" F ¢ : A. O

Lemma 7 (Substitution) WennT' - s: A und Tyx: A Ft: B, dann T +
t[s/x] : B.

Proof. Durch Induktion iiber die zweite Herleitung. O

12



10 Fragment =AT: Beweisreduktionen und nor-
male Beweise

10.1 Beweisreduktionen

(-Reduktionen. Die Einfithrung eines logischen Konnektives, unmittelbar
gefolgt von dessen Beseitigung, stellt einen Umweg im Beweis dar, der schema-
tisch entfernt werden kann.

Konjunktion.
Thr:A Tbs:B
Al — .
'k (r,s): AANB Pkr:A
AEq
I FAfst(r,s): A
Analog fiir Al gefolgt von AE2
Implikation.
h
Dz AT Fz: A yP
. A
I'z:A+t:B : — LT '__S'A
Tt A—B Ths:A :
t: :
. - 5 —E ' +t[s/z]: B
'k (A\zt)s: B

Tautologie. Fiir T gibt es keine Beseitigungsregel, daher keine 5-Reduktion.

Zusammenfassung (-Reduktion.

(Ba1)  fst(r,s) — r
(Br2) snd (r,s) — s

(6=) (Azdt)s — t[s/x]
Der jeweils linke Term heifit Redez, der rechte Redukt.

An jeder Stelle des Beweisbaumes darf eine Reduktion durchgefiihrt werden.
Zu den fiinf Reduktionsaxiomen kommt noch folgende Kongruenz-Regel hinzu:

t—t

Clt] — C[t']

13



Dabei ist C[e] ein Kontext, also ein Term mit genau einem Loch e, und CI[t]
bezeichnet die Einsetzung des Terms ¢ fiir das Loch. Es geniigt, die Regel fiir
Kontexte der Tiefe 1 anzunehmen.

C == Xv.e|es|re|(er)]|(s,0)]|fste|snde

Theorem 8 (Subject reduction) Wenn ' -t : A und t — ', dann auch
LkEt: A

Proof. Durch Induktion iiber die Herleitung von t — ¢'. O

10.2 Normale Beweise

Ein normaler Beweis ist ein Beweis ohne Umwege (5-Redexe). Ein neutraler
Beweis kann in einen normalen Anstelle einer Hypothese eingesetzt werden,
ohne dass ein Redex entsteht.

Definition 9 (Normal und neutral)
1. Ein Beweisterm ¢ heiflt normal, falls es keinen Term ¢’ gibt, so dasst — ¢'.

2. Ein Beweisterm s heif3t neutral, falls er zusétzlich nicht in einer Einfithrung
endet. (Also keine A-Abstraktion und kein Tupel ist.)

Charakterisierung der normalen und neutralen Beweise.

I'Ft] A tist ein neutraler Beweis von A
I'Ht7 A  tist ein normaler Beweis von A

Die erste Regel besagt: Jeder neutrale Term ist auch normal.
Fr| A (x:A) eT

R S U,
TrriA Traja r

e:A+t1B | 'r|]A=1B F'kFsTA

= =E
' t1A=B I'rs| B

'kEr1A 'sTHB | r-r| ANB 'tr | ANB
AN A —_— A
TH(rs)1 AAB THfstr |A T rFsndr| B

S
T-(O)TT

Theorem 10 (Korrektheit) Wenn T' -t | C oder T' ¢ T C, dann ist t
normal.

Sei —* die reflexiv-transitive Hiille von —.

14



Theorem 11 (Normalisierung) Wenn T' F ¢ : A, dann gibt es ein t' mit
t—*t und ¢ 7 A.

Anwendung: Wenn es keinen normalen Beweis einer Aussage gibt, so ist die
Aussage im Kalkiil des natiirlichen Schlieens iiberhaupt nicht beweisbar, also
konstruktiv nicht giiltig.

Beispiel 12 (Peirce-Formel) Die Formel P = ((A = B) = A) = A ist eine

klassische Tautologie, aber konstruktiv nicht giiltig. Man sieht leicht, dass ein
normaler Beweis von P scheitern muss.

15



11 Volle Aussagenlogik: Beweisreduktionen und
normale Beweise

Bei der Behandlung des natiirlichen Schlieffens haben wir gesehen, dass Einfiih-

rungsregeln dazu dienen, Beweise fiir groflere Aussagen aus Beweisen kleinerer

Aussagen zu konstruieren, und mit Eliminationsregeln hypothetische Beweise

zerlegt werden kénnen um sie fiir die Konstruktion von neuen Beweisen nutzbar

zu machen. Der Kalkiil allerdings erlaubt auch Umwege, d.h. die Konstruktion
eines Beweises gefolgt von seiner sofortigen Zerlegung. Z.B.

TFr:A I'Fs:B
'k (r,s): ANB
[ FAfst(r,s): A

Al

AEq

Im Folgenden zeigen wir, wie wir solche Umwege durch Beschrinkung der Be-
nutzung der I-Regeln auf die Konstruktionsphase und der E-Regeln auf die Zer-
legungsphase verhindern kénnen. Umwegsfreie Beweise bezeichnen wir als nor-
mal. Danach zeigen wir, wie wir Umwege in Beweisen durch Beweisreduktionen
systematisch entfernen kénnen.

11.1 Normale Beweise

Es wird sich zeigen, dass normale Beweisterme keiner Annotationen bediirfen,
um aus Korrektheit gepriift zu werden. Wir kénnen daher auf reine A-Terme
zuriickfallen.

Beweisterme (Curry-Stil):

rs,tu=a| At |rs
| (r,s) | fstr |sndr
|inlt |inlt|caserof inlz = s | inry=t¢

10

| abort r

Wir versehen nun den Kalkiil des natiirlichen Schlielens mit zwei Modi:

¢ Konstruktions-/Synthese-Modus: Wir beweisen eine zusammengesetzte Aus-
sage durch Beweise (eines) ihrer Teile. Darunter fallen die Regeln =1, Al,
Vly, Vlg, Tl Diesem Modus ist der Pfeil T zugeordnet, der die Leserichtung
der Regeln bei der Beweissuche andeuted: Von der Folgerung (conclusion)
zu den Voraussetzungen (premises). In dieser Leserichtung wird die zu
beweisende Aussage kleiner.

e Zerlegungs/Analyse-Modus: Wir zerlegen eine Annahme in ihre Teile. Vor-
zeigeinstanzen dieser Regel sind nur AE; und AE;. Die Regel hyp macht

16



eine Annahme fiir die Analyse verfiigbar. Durch die Regel |1 kénnen wir
den Modus wechseln. So kann eine (zerlegte) Annahme in Konstruktionen
verwendet werden. Alternative Sichtweise: Komme ich in der Konstrukti-
on nicht mehr weiter, z.B. weil die zu beweisende Formel atomar ist, so
muss ich die Formel durch Analyse der Annahmen beweisen.

'kr|A (r:A) el
_— ——— hyp
Frkr7A 'z ] A
e:A+Ft1B r-r|A=10B 'kstA
=1 =E
F'FXxtT A= B I'kFrs| B

Prrid TrsiB - TErlAAB TbrlAAB
A\ A _—
TF(rs) ] AAB Trfstr A T rsndrlB

AE2

TFtT A r-¢1B
Viy Via
T'kinltTAVEB I'kinrtT AV B

''+r]AVB Nz:AkFsTC y:BrHtTC E
V

I'Fcaserofinlz = s |inry=¢t1TC

Tl F'kFr] L
CEQOTT I' Fabortr 1 C

Die Mehrzahl der Eliminationsregeln (=-E, VE, LE) erwiihnt beide Modi. Diese
Regeln werden nun noch einzeln erklart:

=E Um sich eine Hypothese der Form A = B zunutze machen, d.h., zu zer-
legen, muss man zuerst A beweisen. Dies muss unter Umsténden durch
Konstruktionen geschehen und erzeugt keine Umwege. Zum Beispiel wol-
len wir C aus A und (AV B) = C beweisen. Aus der Annahme A konstru-
ieren wir A V B mit VI;, danach kénnen wir die Annahme (AV B) = C
verwenden und erhalten C.

x| A
a:TAH Ul
yl(AVB)=C  inlz1AVB
=E
y(inlz) | C
y(inlz) T C

VE Hat man eine Annahme der Form AV B, kann man daraus nicht A oder
B folgern, da man nicht weiss, welches der beiden wahr ist. (Ist AV B
jedoch konstruiert, kann man durch Inspektion des Beweises sehen ob A
oder B wahr ist.) Will man nun die Annahme A V B fiir den Beweis
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einer dritten Aussage C verwenden, so muss man auf beide Moglichkeiten
gefasst sein, d.h. man muss einen Beweis von C' unter der Annahme von
A bereitstellen, und einen Beweis von C' unter der Annahme von B. Diese
Beweise konnen im Allgemeinen konstruiert sein, daher der Modus 7. Im
Folgenden beweisen wir B aus den Annahmen v : Aund = : BV (A = B).

) v] A
2| A= 1B yP UTA”
—— hyp =E
yl B zv | B
x| BV(A= B) yTBlT szBf/TE
B

Die lokalen Annahmen y und z werden durch VE eingefiihrt.

LE Die Form dieser Regel ist analog zu VE, wenn man das Falsum L als
Disjunktion mit null Alternativen betrachtet. Die Annahme L ist nicht
weiter zerlegbar; jedoch kann jede Aussage C durch aus L trivial bewiesen
werden: ez falsum quot libet.

Fithren wir folgende Bezeichnungen ein: Falls I' - ¢ T C eine giiltige Her-
leitung hat, so heisse der Beweisterm ¢ normal. Falls T' + t | C eine giiltige
Herleitung hat, so heisse t neutral.

Warum koénnen wir hier mit Termen im Curry-Stil arbeiten, brauchen al-
so die Annotationen, die Terme im Church-Stil bei sich tragen, nicht mehr?
Nun, im Falle von AxA.t, inlgt, inrg t und aborte r befinden wir uns im Kon-
struktionsmodus, wissen also, welche Aussage wir gerade beweisen. Im Falle von
caser of inlz? = s | inry® = t ist r von den Annahmen hergeleitet worden, es
muss von der Form AV B sein, also kénnen wir A und B daraus ablesen.

Ubung 13 (Bidirectional type-checking) Definieren Sie durch wechselsei-

tige Rekursion iiber r Funktionen check(T', r, A) und infer(T", ). Dabei soll check(T', r, A)
wahr zuriickliefern gdw. T' F r T A, und infer(T,r) soll A zuriickliefern gdw.
rkEr| A

11.2 Beweisreduktionen

Was ist nun von allgemeinen, nicht-normalen Beweisen I' I ¢ : C' zu halten? Sie
konnen durch Beweisreduktionen in normale iiberfithrt werden. Dies zeigen wir
im Folgenden.

(-Reduktionen. Die Einfiihrung eines logischen Konnektives, unmittelbar
gefolgt von dessen Beseitigung, stellt einen Umweg im Beweis dar, der schema-
tisch entfernt werden kann.

18



Konjunktion.

Thr:A I'ts:B

Al — .
L'k (r,s): AAB F'kr:A
AE
[ Ffst(r,s): A
Analog fiir Al gefolgt von AE2
Implikation.
h
Iz: AT Faz: A yP
. rl
I'z:A+-t:B : — LT '._S'A
Tt A—B P Fs:A :
oA 2 E T +t[s/z]: B
Ik (\at)s: B
Disjunktion.
hyp hyp
. Fz: AT Fa: A Y Iy:B,I" +y:B Y
'kFr: A | : :
R : :
I'kinlr: AV B ' 'Fax:Aks:C 'kFy:BFt:C £
V
I' Fcaseinlrof inlx = s | inry=t:C
N LT Fr:A
T+ slr/a]: C

Analog fiir VI, gefolgt von VE.

Tautologie, Absurditit. Fiir T und L gibt es jeweils nur entweder Einfithrungs-
oder Beseitigungsregel, daher keine $-Reduktion.

Zusammenfassung (-Reduktion.

(Ba1)  fst(rs) —

(ﬂ/\g) snd (’I“, 8) — S
(B=)  (Aat)s —  ts/x]
(By1) caseinlrofinlz = s |inry=t — s[r/x]
(By2) caseinrrofinlz = s |inry=t — t[r/y
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Auswertungskontexte.

e:=eg|fste|snde|casee of inlx = s | inry = t | abortc e

Permutations-Reduktionen.

(my)  elcaserof inlz = s | inry=1t] — caser of inlz = e[s] | inry = elt]
(r1)  elabort7] — abortr

Bemerkung 14 Fiir Church-Terme wire die Regel e[aborte 7] — abortx r so
problematisch, es gibt allerdings einen sehr einfachen Algorithmus, der aus e
und dem Typ A des Loches in e den Typ X = ¢[A] des Kontextes e berechnet.
Dieser funktioniert allerdings nur fiir wohlgetypte Terme.

e[(A = B)s] = e[B]
elfst (A A B)] = e[4]
elsnd (A A B)] = ¢[B]
elaborts L] = e[4]
e[case AV Bof inlz = s | inry? =1t = 277

Hier reichen sogar die Annotationen an case nicht!

Kongruenz. An jeder Stelle des Beweisbaumes darf eine Reduktion durch-
gefiithrt werden. Zu den fiinf Reduktionsaxiomen kommt noch folgende Kongruenz-
Regel hinzu:

t—st
C[t] — Ot

Dabei ist C[e] ein Kontext, also ein Term mit genau einem Loch e, und C[t]
bezeichnet die Einsetzung des Terms ¢ fiir das Loch.

Nun kénnen wir die Begriffe normal und neutral noch einmal neu definie-
ren, diesmal abstrakter: Ein normaler Beweis ist ein Beweis ohne Umwege. Ein
neutraler Beweis kann in einen normalen Anstelle einer Hypothese eingesetzt
werden, ohne dass ein Umweg entsteht.

Definition 15 (Normal und neutral) 1. Ein Beweisterm ¢ heiit normal,
falls es keinen Term ¢’ gibt, so dass t — t'.

2. Ein Beweisterm s heiit neutral, falls dessen Einsetzung ¢[s/z] in einen
beliebigen normalen Term ¢t wieder normal ist.

Die bisherigen Definitionen von normal und neutral waren korrekt, jedoch
vollstindig nur fiir wohlgetypte Terme.

Theorem 16 (Korrektheit)
1. Wenn U Ft | C oderT' Ft 1 C, dann ist t normal.
2. WennT'ks| Aund T,x: A, T Ft1C, dann ist T, T Ft[s/z] 1 C.
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Lemma 17 (Subject reduction) Wenn I' F ¢ : A und t — t, dann auch
LEt: A

Proof. Durch Induktion iiber die Herleitung von I" ¢ : A. (]

Alternativ kann subject reduction auch iiber die Herleitung von ¢ — ¢’ bewei-
sen werden, dann sollte aber die Kongruenzregel verfeinert werden, dass nur
Kontexte der Tiefe 1 zugelassen werden.

casee of inlx = s | inry = r|caser of inlx = e | inrs =t

c == Mr.e|es|re|(er)|(s,e)]|fste|snde
|
| caserof inlz = s | inry = e | abort e

12 Sequenzenkalkiil

Teilformeleigenschaft.

Klassischer Sequenzenkalkiil LK. Hat zwei VR Regeln, mit Kontraktion
ist das dquivalent zu dem in PVS implementierten Sequenzenkalkiil mit nur
einer VR-Regel. Den intuitionistischen Sequenzenkalkiil LJ erh#lt man aus LK
durch Beschrinkung der rechten Seite auf hochstens eine Formel, wobei die leere
rechte Seite mit L gleichgesetzt wird. (Strukturregeln rechts fallen alle weg.)

Beweissuche mittels Sequenzenkalkiil. FEin anderer Zugang zu schnittfrei-
em Sequenzenkalkiil geht iiber normale ND-Beweise.

12.1 Sequenzenkalkiil fiir Beweissuche

Intuitionistischer Sequenzenkalkiil.

——h
A= 4A4 yP
I'NA= B,B=—C I''A=B=— A I''A=— B
=L — =R
INA=B=C '= A=1B
I''A,B=C r—==4 I'—= 2B
— AL AR
INAAB=C I'—= AAB
INA=—0C I'B=~C I'—= A I'= 1B
VL —\/R1 —\/R2
INAvB="C I'—= AVB I'= AvVB
— 1L —— TR
NiT=~c =T
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Sequenzenkalkiil als Produzent normaler Terme.

hyp
Nr|lA=—1rTA

ILrl|A=B,rs| B=t1C LrlA=B=s1T4
I'rlA=B=t1C

=L

I x| A—1t1B
=R
I'= XMt A=B

Dftr A sndr|B—t1C ~ [=h1d T=nblB
A
F,’)"lA/\B:tTC F:>(t17t2)TA/\B

Nax|lA=s1C Iz|B=1t1C

I r|] AVB=caserofinlz=s |inry=1¢t1C

I'=1t7A R I'=t1HB
v
F—inlt]AVB = T —inrt]AVB

VRa

TR

i @ —
I, r|Ll=abortrlC r=()1T

13 Kripke-Modelle

Ein Aussagenlogisches Kripke-Modell ist ein Tripel (K, >,IF) so dass
e K ist eine nicht-leere Menge von Welten,
e > ist partielle Priaordnung auf K (reflexiv, transitiv),

e |- ist eine Relation zwischen Welten und Aussagenvariablen, k |- P be-
deuted “k erfiillt P”

e die Erfiillungsrelation I ist monoton, d.h.

kIFP und k'>k implizieren k' IFP

Die Erfiillungsrelation wird wie folgt auf Aussagen erweitert:
e kIFAANB gdw. klFAund k- B
e kIFAVB gdw. kl-AoderklFB
e kI A= B gdw. fiir alle ¥’ >k, wenn k&’ I A, dann k' |- B
o kIf L

Ubung 18 Zeigen Sie: Falls k I+ A und &’ > k, dann £ I+ A.
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14 Vollstindigkeit
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