String matching: Uberblick

e String matching = Erkennung von Zeichenketten.
e Problemstellung & Anwendungen

e Grundlagen

e Rabin-Karp Verfahren (basierend auf hashing)

e String-matching mit endlichen Automaten

e Knuth-Morris-Pratt Verfahren (Verfeinerung)

e Boyer-Moore Algorithmus (leistungsfihiges heuristisches
Verfahren)

e Angendhertes String-matching durch dynamische

Programmierung.
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String matching: Problemstellung

Y. ein endliches Alphabet (Menge) von Zeichen (characters).
>)* = Menge der Zeichenketten (strings) iiber Y. Eine Zeichenkette

ist ein Array von Zeichen.
T € X* eine Zeichenkette der Lange n: der Text.
P € X" eine Zeichenkette der Lange m: das Muster.

Frage: Kommt P in 1" vor, d.h. existiert 0 < s < n — m sodass
Tls+1..s +m] = P?

Z.B. P = abaa kommt in 1" = abcabaabcabac vor und zwar mit
s = 3.

Anwendungen: Textverarbeitung, Suchen in Dokumenten oder

Dateien, Molekularbiologie.
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Notation und Grundlagen

x,Y,z,w e X*.

e = leeres Wort.

|z| = Lénge von X.

w C x < dy.x = wy. Man sagt: w ist Prafix von x.
w J x < dy.x = yw. Man sagt: w ist Suffix von x.
Beachte: e C x,e O .

rLy<=zr L zy.

r Jy < xrz Jyz. Lemma: Gelte x J z und y 3 2. Wenn |z| < |y

dann z Jy. Wenn |z| > |y| dann y J y. Wenn |x| = |y| dann z = y.

Abkiirzung: z; = z[l..k]|.

P kommt in T" vor, wenn s existiert mit P 3 T ,,.
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String matching: naives Verfahren

NAIVE-STRING-MATCHER(T', P)
1 n « length|T]

m «— length|P]

for s — 0ton —mdo

if P[1.m| =T[s+ 1..s + m]

Ot = W N

then print ,,Muster gefunden bei“ s

Worst-case Laufzeit: ©(nm). Genauer: (n —m + 1)m
Zeichenvergleiche.
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Rabin-Karp Verfahren

Berechne Hashwert des Musters h(P) und vergleiche sukzessive mit
Hashwert h(T[s + 1..s +m)). Bei Ubereinstimmung genau vergleichen.

Die Hashfunktion wird so gewéahlt werden, dass h(T[s + 2..s +1 4+ m))
aus h(T[s + 1..s + m]) in Zeit O(1) berechnet werden kann.

Die Laufzeit ist dann ©(n + pm) wobei p die Zahl der

Hashwertiibereinstimmungen ist.

Schlimmstenfalls ist p = n — m also keine Verbesserung. Meist ist
aber p klein.
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Hashfunktion bei Rabin-Karp

Es bietet sich die schon bekannte Hashfunktion an:
h(x) = Zﬁl di_l'_:z|x|+1_i_' mod q
Hier ist d = |X|.

Und "¢ die Kodierung des Zeichens c als Zahl 1..|%| ist. Z.B.
> = ASCII Zeichen, d = 256. Diese ,,Kodierungsecken* - ' lassen wir

meist weg.

Und q ist irgendeine Zahl, giinstigerweise eine Primzahl nicht nahe
bei einer Zweierpotenz, derart dass dg < 2Wertlange,

Beachte:

h(T[s+2..5s+14+m]) = d-(h(T[s+1..s4+m])—d™ ' T[s4+1])+T[s+1+m] mod ¢

Natiirlich reduziert man schon wihrend der Berechnung stidndig mod

qg.
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Pseudocode: Initialisierungsphase

RABIN-KARP-MATCHER(T, P)
1 n « length|T]

2 m < length|P]

3 D«—d" !'modg

4 p«—20

5 t+0

6 for:«—1tomdo

7 p < (dp + P[i]) mod ¢
8 t «— (dt +Ti]) mod ¢

Es ist p = h(P) und ¢t = h(T[1..m]) mit Hornerschema.
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Pseudocode: Hauptteil

9 fors<«0tom—ndo

10 ifp=t

11 then if P=T|s + 1..s + m]

12 print ,, Muster gefunden bei® s

13 ifs<n—m

14 then ¢t — (d(t — T[s+ 1]D) + T[s +m + 1]) mod ¢

[nvariante in Zeile 10: ¢t = A(T'[s + 1..s + m]).
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Endliche Automaten

Ein endlicher Automat M ist ein 5-Tupel M = (Q, qo, 4, %, ), wobei
e () eine endliche Menge ist, die Zustande,
e (o € (), der Anfangszustand,
o A C (), die Menge der akzeptierenden Zustinde,
e > eine endliche Menge ist, das Eingabealphabet

e 0 eine Funktion von () x X nach (@ ist, die

Zustandsiibergangsfunktion.

Beispiel: ¥ ={a,b}, @ ={0,1}, ¢qo =0, A = {1},
6(0,a) =1,0(0,b) =0,6(1,x) = 0.

Martin Hofmann Effiziente Algorithmen 209



Endliche Automaten

Der Automat arbeitet eine Zeichenkette w ausgehend von ¢y geméfl o
ab und erreicht dadurch einen Endzustand ¢(w).

Formal:

d(wa) = §(p(w),a), fir w € ¥* und a € X

Die akzeptierte Sprache L(M) C ¥* ist definiert durch
L(M) = {w | ¢(w) € A}.

Im Beispiel: L(M) = {w | w = uba®, k ungerade}.
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String-matching mit Automaten

Zu gegebenem Muster P € ¥* definiere Automaten M (P) wie folgt:
e )=1{0,1,...,m} (wie immer m = |P|)
e ¢o=10
o A={m}
e §(q,x) = ,das grofite k sodass P, 3 P[l..q]x“

Suffixfunktion: Wir schreiben o(x) = max{k | P, 3 x}, also

0(q, ) = o(Pyx).

Theorem: ¢(T;) = o(T;). (Wird spéter bewiesen.)

D.h. arbeitet man den Text geméafi M (P) ab, so gibt der gerade
erreichte Zustand an, welches Anfangsstiick des Musters man gerade

s,gematcht® hat. Wird dieser Zustand gleich m, so hat man ganz P

,gematcht® und das Muster kommt vor.
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String-matching mit Automaten

FINITE-AUTOMATON-MATCHER(T, §, m)
1 n « length|T]

2 qg—0

3 fori— 1tondo

4 q — 6(q, T'd])

5 ifg=m

6 then s — 1 —m

7 print ,,Muster gefunden bei® s
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Korrektheit und Laufzeit

Lemma: Fir x € ¥* und a € ¥ gilt o(za) < o(z) + 1.

Lemma: Fiir x € ¥* und a € ¥ gilt: Wenn ¢ = o(x) dass
o(xa) = o(Py,a).

Das Theorem ¢(T;) = o('I;) folgt nun mit Induktion tiber Textlénge.

Theorem: ¢(T;) = o(T;).
Laufzeit: O(n) + ,,Zeit fiir die Konstruktion von M (P)*
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Berechnung von M (P)

Die Zustandsiibergangsfunktion wird zu Beginn in einem 2D-Array
der Grofle (m + 1) x |X| abgespeichert.

Die Berechnung jedes dieser Eintrige geméf der Definition
d(q, ) = ,,das grofite k sodass P, 3 P|l..q|z*

erfordert Zeit O(m?).
Daher Gesamtlaufzeit : O(m?|X)).

Das beste Verfahren zur Berechnung von M (P) braucht nur O(m|]).
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Knuth-Morris-Pratt (KMP) Verfahren

Beim FINITE-AUTOMATON-MATCHER verwenden wir
6:{0,....,m} x X —{0,...,m}

um aus dem alten ,,gematchten® Prafix ein neues, d.h., welches das
nichste Zeichen einschliefit, zu berechnen.

Redundanzen der Funktion o:
o Ist g£m A Plg+ 1] =asoist §(q,a) =q+1,
o Ist k:=09(q,a) >0, soist Plk] =a
Idee von KMP: Nutze diese Redundanzen um die Abhéngigkeit der

Ubergangsfunktion von a ganz zu vermeiden.
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Knuth-Morris-Pratt (KMP) Verfahren

Finde 7 : {0,...,m} — {0,...,m} sodass
e 7(q) < q oder m(q) =0,
e g=mV Plg+1]#a=6(q,a) = d(n(q),a)

Mit so einem 7 (wenn wir es haben) kénnen wir § wie folgt

rekonstruieren.
DeLTA-FROM-P1(q, a)
1 if g =m then q — 7(q)
while ¢ > 0 A Plg+ 1] # a do

2
3 q — m(q)
4 if P|q+ 1] = a then return ¢ + 1 else return 0
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Die Prafixtunktion

Definiere die Prafixfunktion als
m(q) =max{k |k <qA P, P,}

Klar gilt 7(q) < g oder 7(q) = 0 (beachte max () = 0).
Theorem: ¢ =mV Plg+ 1] # a = d(q,a) = §(7w(q),a).
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Beweis des Theorems

Lemma: Wenn k < g und Py 3 Py, dann P 3 Pr ().

Beweis: Es gilt nach Definition 7(q) > k. Die Behauptung folgt mit

dem Lemma auf Folie 203.

Beweis des Theorems: Sei ¢ = m oder Plg+ 1] #a. Sei 0 < k <m
beliebig. Wir zeigen P, 3 Pja < Py O Prya: Wenn Py 3 Pya, so
kann muss unter den Voraussetzungen k < ¢ sein. Entweder ist £ = 0
und trivialerweise Py, = € 3 P, a oder Plk| = a und P,_; 3 P,. Mit
dem Lemma gilt Py_1 3 Py, und P 3 Py a. Die umgekehrte
Richtung ist klar, da Py, 3 Fy.
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Das KMP-Verftahren

KMP-MATCHER(T, P, )

1 n <« length[T] ; m < length|P] ; ¢ — 0

3 fori+— 1tondo

7 while ¢ > 0 A Plqg+ 1] # Ti] do q +— 7(q)
8 if Pl[g+ 1] =T[i] then g« ¢+ 1

9

if ¢ = m then
10 print , Muster gefunden bei“: — m
12 q — m(q)

Invariante nach Zeile 3: ¢ < m.

[nvariante nach Zeile 8: ¢ = §(qo, T'|7]), wobei gy Wert von ¢ nach
Zeile 8 beim vorherigen Durchlaut.

KMP-MATCHER ist dquivalent zu FINITE-AUTOMATON-MATCHER.
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Berechung der Prafixfunktion

Es ist 7(0) = w(1) = 0 und fiir ¢ > 1 gilt

m(q) = 6(m(q — 1), Plq])

Aber dieses 9 liasst sich mit DELTA-FROM-P1 aus 7 (k) fiir k < ¢

berechnen.

Zur Erleichterung der Analyse expandieren wir den Code von
DELTA-FROM-PI und lassen die erste Zeile weg, die ja nicht
gebraucht wird, da k < g < m.
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Berechung der Prafixfunktion

COMPUTE-PREFIX-FUNCTION(P)
1 m « length|P|; (1]« 0; k<0
2 forqg+<— 2tomdo

3 while k£ > 0 A Plk + 1] # Plq] do
4 k — m|k]

5 if Pk + 1] = P|q| then k — k + 1
6 mlg] — k

7 returnw

Berechnung der Zahl der Ausfithrungen von Zeilen 4 und 5 mit
Potentialmethode.

Potential: k.

Amortisierte Kosten von Zeile 4: < 0, von Zeile 5: < 2.
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Laufzeit

Das Potential liegt zwischen 0 und m:

Die tatsachlichen Kosten sind beschrankt durch die Summe der

amortisierten Kosten:
Die Zeilen 4 und 5 werden zusammen < 2m Mal durchlaufen.

Die Laufzeit von COMPUTE-PREFIX-FUNCTION ist also O(m).
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Laufzeit von KMP-Matcher

Wir zéhlen die Durchldufe von Zeilen 7 und 8.
Als Potential nehmen wir q.

Zeile 7 hat amortisierte Kosten < 0

Zeile 8 hat amortisierte Kosten < 2

Also sind die tatsachlichen Kosten < 2n

Die Laufzeit ist O(n).

Rechnet man noch die Zeit fiir die Berechnung der Préafixfunktion

hinzu, so ergibt sich eine Laufzeit von O(m + n) fiir das
KMP-Verfahren.
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Boyer-Moore Verfahren

BOYER-MOORE-MATCHER(T), P)

1 n <« length|T| ; m « length|P] ; s < 0

4  while s <n—-—mdo

5} ] m

6 while j >0AP[j]=T[s+jldoj«—j—1
7 if j =0

8 print ,,Muster gefunden bei“ s ; ADVANCE

10 else ADVANCE

Wahlen wir ADVANCE zu s < s + 1 so haben wir den
NAIVE-STRING-MATCHER.

Beim Boyer-Moore-Verfahren wird der Index s geméfl zweier

Heuristiken im allgemeinen um mehr als eins heraufgesetzt.
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Heuristik ,,Falsches Zeichen*

Nehmen wir an, dass der Vergleich von P mit T'|s 4 1..s + m)]
abgebrochen wurde, da P[j] # T'[s + j].

T'[s + j] ist das ,,falsche Zeichen*.

Kommt das falsche Zeichen iiberhaupt nicht in P vor, so kénnen wir

s um j erhohen.

Kommt es (von rechts gelesen) erstmals an der Stelle ¢ in P vor, so

kénnen wir immerhin um j — ¢ erhchen (falls das positiv ist).
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Heuristik ,,Gutes Suffix*

Nehmen wir an, dass der Vergleich von P mit T'|s 4 1..s + m)]
abgebrochen wurde, da P|[j] # T'[s + j].

Wenn j < m, so wissen wir immerhin, dass
Plj+1.m] 3T[s+ 1..s + m]. Das ist das ,,gute Suffix*“.

Wir schreiben o ~ y fiir x Jy Vy 3 x.

Wir kénnen s um m —max{k |0 <k <mA P[j+ 1..m] ~ Py}
erhohen.
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Das Boyer-Moore Verfahren

Man kann die moglichen Shifts bei den beiden Heuristiken im

Vorhinein ahnlich wie ™ berechnen.

ADVANCE wird als das Maximum der beiden Heuristiken

implementiert.

In Zeile 8 bei erfolgreichem Match kommt nur die Heuristik ,,Gutes

Suffix“ zum Einsatz, da es kein ,,falsches Zeichen®* gibt.

Es gibt m.W. keine rigorose Laufzeitanalyse des Boyer-Moore

Verfahrens.

Bei grossen Alphabeten und langen Mustern verhélt es sich in der

Praxis sehr gut.

Emacs Ctrl-S arbeitet mit dem Boyer-Moore Verfahren
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