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Kapitel 1

Syntax und Gleichheit

In diesem Kapitel definieren wir die Syntax dem A-Kalkiils und die 8-Gleichheit.
Anschaulich entspricht dieser Gleichheitsbegriff der Gleichheit von 4 4+ 1 und 5
in der Zahlentheorie. Mit -Reduktion geben wir der Gleichheit eine Richtung,
und mit Hilfe der Konfluenz erhalten wir eine Methode, die Gleichheit zweier
Terme systematisch zu bestimmen.

1.1 Variablen, Terme, a-Aquivalenz

Sei V eine abzdhlbare Menge von Variablennamen.

Definition 1.1 (Lambda-terme) \-Terme sind Biume, erzeugt durch folgen-
de Grammatik:

r,s,t = x Variable x € V
| Axt Abstraktion der Variable x in Term t
| rs Applikation von Term r auf Term s

Dabei ist x ein Blattknoten, beschriftet mit Variable x, Axt ist ein undrer Kno-
ten, der mit X\ und einer Variable x beschriftet ist und ein Kind t besitzt, und r s
ein bindrer Knoten mit Kindern s und t. Die Menge der \-Terme bezeichnen
wir mit A.

Lineare Notation. Wir schreiben Terme in linearer Form, zur Disambiguie-
rung verwenden wir Klammern. Dabei ist Applikation links-assoziativ, d.h., r st
bedeutet (r s)t, Anwendung der Funktion r auf das Argument s, wobei das Er-
gebnis dieser Anwendung eine Funktion ist, die dann auf ¢ angewendet wird.
Der umgeklammerte Term 7 (st) hat eine vollig andere Bedeutung.

Terme wie x s Ayt sind zu lesen als (z s) (Ayt). Die Notation Azr s ist zwei-
deutig und wird nicht verwendet. (Kénnte als (Azr) s oder als Az(rs) gelesen
werden.)
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4 Syntax und Gleichheit

Ein Punkt 6ffnet eine Klammer, die sich so weit rechts schliefit wie syntak-
tisch sinnvoll, d.h.

ey z = Az(yz2)
Az Ay.x = Az(\y(z)) = dz(\yo)
Myz)v = (Azx(yz))v

Nach Definition wire auch .y z = = (y z), wir werden die Punkt-Notation nur
nach einer Abstraktion verwenden.

Beispiel 1.2 Hier einige Beispiele fiir A-Terme:

1. | = hxz, die Identititsabbildung.

AT

2. K= AxA\yx, die erste Projektion.

AT

3. K* = Azl = Az Az z, die zweite Projektion.

AT

AT
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1.1 Variablen, Terme, a-Aquivalenz )

4. S=dxdyrz.xz(y z).
Az

@/@\@
P NVAN

5. Q= (Oa.zz) M.z ).
@
)\x/ \Ax
@ @
RN N

Vektor-Notation. Anwendung einer Funktion r auf mehrere Argumente s, ss, . ..

(n > 0) kiirzen wir mit der Vektornotation ab:
r§:=rs182...8,=(...(rs1)s2...) Sn.

Mehrfach-Abstraktion einer Liste von Variablen & = 1,2, ..., 2, (n > 0) kann
wie folgt geschrieben werden:

ATt := AZ.t = M x12g ... xp.t = Ax1(Aza ... (Axpt))

Definition 1.3 (H6he) Die Hiohe h(t) € N eines Terms t wird definiert durch
(strukturelle) Rekursion tiber t.

h(z) =0
h(Azt) = 1+ h(¢)
h(rs) = 1+ max{h(r),h(s)}
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6 Syntax und Gleichheit

Die Grofie |t| € N eines Terms t ist die Anzahl seiner Knoten und wird ebenfalls
definiert durch Rekursion tber t.

o] = 1
Nat| = 1+t
rsl = 14| +]s]

Definition 1.4 (Freie und gebundene Variablen) Wir definieren die (end-
liche) Menge FV/(t) C V der freien Variablen eines Termst durch Rekursion iber

t wie folgt.
FV(z) {z}
FV(Axt) FV(¢) \ {z}
FV(rs) = FV(r)UFV(s)

Eine Variable x, die in einem Term t in einer Abstraktion Axr vorkommt, be-
zeichnen wir als gebunden.

Abstraktion Azt bindet also x in ¢. In dem Term z Azz kommt x sowohl frei als
auch gebunden vor. In dem Term Ax. y Ax.x wird & durch das innere A gebunden,
nicht durch das duflere.

Definition 1.5 (Geschlossener Term) Fin Term t heifst geschlossen, falls
FV(t) = 0. Die Menge der geschlossenen Terme bezeichnen wir mit A°.

Bemerkung 1.6 (Zur Substitution (Barendregt, 1984, 2.1.10)) Bei der
Substitution miissen wir Vorsicht walten lassen, damit keine freien Variablen ge-
fangen werden; sonst ergeben sich Inkonsistenzen. Z.B., modulo =g, (Azy.yx)rs
(My.yz)[r/z])s = (Ay.yr)s = (yr)[s/y] = sr, insbesondere (A\xy.yz)yz =
xy. Naive Anwendung der Substitution lisst uns aber auch (Axy.yz)yz =
(My.yo)y/z])x = Ay.yy)x = (yy)[z/y] = za herleiten. Damit wire xy =
xx und die Theorie inkonsistent.

Definition 1.7 (Substitution) Gegeben Terme s,t und eine Variable x defi-
nieren wir die Substitution von s fiir  in ¢, t[s/x], (sprich: 4t mit s fir x”)
rekursiv wie folgt:

x[s/x] = s

yls/z] =y falls © #y
(tita)ls/e] = (tls/x) (tals/a)
Oun)ls/e] = Mforlyflls/z] falls o £y und y € FY(s)
(Ayr)[s/z] = Ay.r[s/z] falls  # y und y € FV(s)
(Azr)[s/x] = ar

Die Bedeutung eines Termes héngt nur von der Bedeutung seiner freien
Variablen ab. Terme, die sich nur in den Namen von gebundenen Variablen
unterscheiden wollen wir als identisch betrachten. Falls y nicht in ¢ vorkommt,
bezeichnen wir mit ¢{y/z} die Ersetzung aller Vorkommen (gebunden, frei, in
Abstraktionen) von « in ¢ durch y.
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1.1 Variablen, Terme, a-Aquivalenz 7

Zwei Terme t und ¢ bezeichnen wir als a-dquivalent, falls sie sich nur in
den Namen gebundener Variablen unterscheiden, z.B. Azx =, A\yy, \zdzx =,
\yAzz, aber A\z. y & #q Ax.z x. Formal definieren wir die a-Aquivalenz als klein-
ste kompatible Aquivalenzrelation iiber dem Axiom \xt =, \z’.t{z’/z} (wobei
2’ nicht in ¢ vorkomme).

Definition 1.8 (a-Aquivalenz) =, ist die kleinste Relation auf A, die unter
den folgenden Regeln abgeschlossen ist.

EQq-AX kommt in t nicht vor
Qa Azt =4 Ay t{y/x} Y
S t = t ty = t
EQq-REFL EQqu-SYM = EQ,-TRANS — % 2 2’3
t=ot t=qt t1 =q t3
r=qr §=¢q 8
EQq-APP-L ——————— EQu-APP-R —————
rs=q71's rs=q1rs
t =t
E - e —
Qa-§ Axt =, Aot/

Wir sagen auch =, ist durch diese Regeln induktiv definiert.

Bemerkung 1.9 Da die Relation =, transitiv ist, konnen die Regeln EQq-APP-L
und EQq-APP-R durch die Regel

r=qr1 $=¢ 8

EQq-APP —
rs=q7's

ersetzt werden.

Konvention 1.10 (Barendregt (Barendregt, 1984, 2.1.12413))

1. a-kongruente Terme werden als identisch betrachtet, also z.B. Axx = Ayy.

2. Wenn eine Anzahl Terme ti,...,t, in einem mathematischen Kontext
(z.B. Definition, Satz) auftreten, so seien alle ihre gebundenen Variablen
von allen ihren freien Variablen verschieden.

Durch Umbenennung gebundener Variablen kénnen wir diese Variablenkonven-
tion immer sicher stellen.

Definition 1.11 (Subterm) Fin Term s heisst Subterm von t, falls s ein
Unterbaum von t ist, modulo «.
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8 Syntax und Gleichheit

1.2 Lokal Namenlose Reprisentation

Anstatt Terme mit benamsten Variablen modulo « zu betrachten, kann man
auch Terme namenlos reprisentieren, so dass a-dquivalente Terme schon iden-
tisch sind. Gebundene (= lokale) Variablen werden statt durch Namen durch
Riickverweise auf ihren Bindungsort reprisentiert. Freie Variablen werden wei-
terhin durch einen Namen verkorpert. Man spricht daher von einer lokal na-
menlosen Reprisentation.

Beispiel 1.12 1. | =z,

A<

.
2. K= Azdyz.

A

»

A

o":
3. K* = \zl = Az )z x.

A

A<

4. Az.xyz

AN
A\
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1.2 Lokal Namenlose Reprisentation 9

o N
SN,
N\

Beobachtung: Riickverweise zielen stets auf einen (indirekten) Vaterknoten.
Deswegen kann man sie durch die Anzahl der auf dem Weg zum Bindungs-
ort iibersprungenen A\-Knoten représentieren. Diese Zahl bezeichnet man als de
Bruign-Indez.

Beispiel 1.13
1. 1=X0
2. K= A\l.
3. K* = AX0.
4. Az.xyz=Axy0.
S xflxaf=xfA0f.

6. Me.x \y.yx = A.0X.01. Man beachte, dass diesselbe gebundene Variable
x einmal als de Bruijn-Index 0 und einmal als 1 erscheint. Das macht
die Notation mittels de Bruijn-Indizes fiir das menschliche Auge schwer
lesbar.

Ist ein de Bruijn-Index zu grofi; dann zeigt er auf keinen Bindungsort. Der
Term ist dann nicht wohlgeformt, z.B. A1. Ein nicht-wohlgeformter Term hat
freie Indices.

Definition 1.14 (Freie Indices) Die Menge FI(t) der freien Indices eines lo-
kal namenlosen Terms t ist rekursiv gegeben durch:

Fi(z) = 0

Fi(s) = {i}

Fl(rs) = FI(r)UFI(s)

FIM) = {i—1]|ieFI(t),i>0}

Ist FI(t) = 0, ist t wohlgeformt.
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10 Syntax und Gleichheit

Definition 1.15 (Substitution) Gegeben lokal namenlose Terme s,t mit FI(s)
0 und einen de Bruijn-Index i definieren wir die kollabierende Substitution von
s fiir ¢ in ¢, t[s/i], rekursiv wie folgt:

S fallsi=j
Jls/i] = j falls i > j
j—1 fallsi<y

(trt2)[s/i] = (tals/i]) (t2[s/i])

(Ar)[s/i] = Ar[s/i+1]

Da wir fiir den Index ¢ substituieren, verschwindet er und alle grosseren Indizes
“fallen herunter”, d.h. werden um eins erniedrigt. (Denken Sie an einen Stapel
Bretter, aus dem Sie das ite von unten herausziehen.)

Die typische Anwendung der kollabierenden Substitution ist die Auflésung
von fS-Redexen: (At)s — 3 t[s/0]. Dabei bleiben wir im Bereich der wohlge-
formten Terme: FI((At)s) = 0 impliziert Fl(s) = @ und FI(¢) C {0}, daher
Fl(t[s/0]) = 0.

Im Folgenden verwenden wir informell wieder benamste A-Terme modulo
a-Aquivalenz und Variablenkonvention.

1.3 Substitution und [-Gleichheit

Mit der Variablenkonvention kénnen wir nun Substitution so definieren:

Definition 1.16 (Substitution) Gegeben Terme s,t und eine Variable x de-
finieren wir die Substitution von s fiir « in ¢, t[s/x], (sprich: “t mit s fir z”)
rekursiv wie folgt:

x[s/z] = s
yls/z] =y falls x # y
(tite)[s/z] = (t[s/z]) (t2[s/z])
(\yr)[s/x] = Ay.r[s/x] 0.B.d.A. x #y undy & FV(s)

In der letzten Gleichung verwenden wir die Variablenkonvention, d.h. die freien
Variablen von s und z sind von den gebundenen Variabeln von Ayr verschieden,
damit ist insbesondere x # y und y & FV(s).

Bemerkung 1.17 In der Literatur finden viele unterschiedliche Schreibweisen
der Substitution, z.B., t{s/x}, [s/z]t, t[x := s|, t[z\s], tlx — s], tfx < s], ...

Lemma 1.18 (Eigenschaften von Substitution)

1. tlz/x] =t

2. t[s/z] =t falls x € FV(t)

3. tly/xl[s/y] = t[s/a] falls y ¢ FV(t)

4. tUs/yllr/x] = tr/z][s[r/z]/y]  fallsy & FV(r)

5. t[s/yl[r/x] = tlr/x][s/y] falls y & FNV(r) und x & FV(s)
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1.4 Relationen und Hiillen 11

Beweis.  Jeweils durch Induktion {iber ¢. Aussage 4 bendtigt Aussage 2 im Fall
t=ux. O

Definition 1.19 (8-Gleichheit)

EQg-AX
WAX 2t) s = t[s/2]
=45t t1 =5t to =g t:
EQp-REFL EQz-SYM A EQg-TRANS — B2 2753
t=pt t=gt t1 =p t3
r=gr s=p¢
EQg-APP-L ———— EQg-APP-R ————
rs=gr's rs=grs
!/
Qs Azt =g Axt/

Bemerkung 1.20 Wieder kénnen wir EQg-APP-L und EQg-APP-R durch fol-
gende Regel ersetzen:

r=gr s=g5
EQg-APP — b

rs=gr's

Beispiel 1.21 (Az.zzz) Ayy =5 Ayy.

PROBLEM: Wie zeigen wir Az Ayx #g AxAyy?

1.4 Relationen und Hiillen

Die a- und S3-Gleichheit sind Beispiele von kompatiblen Aquivalenzrelationen
auf A\-Termen.

Definition 1.22 (Kompatible Relation) FEine Relation R C A x A heifit
kompatibel (mit allen Termkonstruktoren), falls

1. v R’ impliziert rs R’ s fiir alle r,r’,s € A,
2. s R s impliziert rs Rrs' fiir aller,s, s’ € A, und
3. t Rt impliziert Axt R Mzt’ fiir alle t,t' € A und alle x € V.

Statt kompatibel sagt man auch abgeschlossen unter allen Termkonstrukto-
ren, oder kontektuell abgeschlossen.
Wir definieren nun verschiedene Abschliisse von Relationen konstruktiv.
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12 Syntax und Gleichheit

Definition 1.23 (Kompatible Hiille) Sei R C A x A. Die kompatible Hiille
RC ist induktiv definiert wie folgt:
tRt r RC ¢! s RS t Rt/

APP-L ———— APP-R
t Rt/ rs REr's rs RCrs ¢ Axt R Axt!

IN

FEine Relation R' heisst kompatibel (mit allen Termkonstruktoren), falls sie
unter APP-L, APP-R, und & abgeschlossen ist.

Definition 1.24 (Transitive Hiille) Sei M eine Menge und R C M x M eine
Relation auf M. Wir definieren die Relation RT wie folgt induktiv:

Rt ept t1 Rty to RT t3

STARTT ST
tRTt t1 Rt t3

Lemma 1.25 RT ist die transitive Hiille von R.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass RT transitiv ist. Gegeben t; Rt ¢, und to RT
t3 zeigen wir t; RT t3 durch Induktion {iber die Herleitung von t; RT t5.

Fall
t1 Rts

th Rt to
Hier gilt sofort ¢t; R 3 nach Regel STEP™T.

STARTT

Fall
ti Rt t Rt ty

t1 Rt ty

Nach Induktionsvoraussetzung gilt t BT t3. Mit Regel STEPT erhalten wir
daraus t; R t3.

STEPT

Nun zeigen wir noch, dass R die kleinste transitive Relation oberhalb von
R ist. Vermdge START™ gilt sofort R C R™T.

Sei nun R’ eine transitive Relation oberhalb von R. Wir zeigen Rt C R'.
Angenommen t; R to, zeigen wir t; R’ t5 durch Induktion iiber RT.

Fall Rt
1 1t
STARTT —————
t1 Rt ty
Da R’ oberhalb von R ist, gilt t; R’ .
Fall R R
1 Rt t 12
STEPT
t1 Rt to
Wie eben ist t; R’ ¢, und nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢ R’ t5. Da
R’ transitiv ist, folgt t; R’ 5. O

Bemerkung 1.26 FEs gibt einige andere, jedoch gleichwertige Arten, die tran-
sitive Hiille zu definieren.
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1.4 Relationen und Hiillen 13

Definition 1.27 (Reflexive und symmetrische Hiille) Die reflexive Hiille
R= einer Relation R C M x M ist die Relation R U {(t,t) | t € M}. Die
symmetrische Hiille ist die Relation RU{(t',t) |t Rt'}.

Lemma 1.28 (Reflexiv-transitive Hiille) Sei M eine Menge und R C M x
M eine Relation auf M. Die reflexiv-transitive Hiille R* von R kann man auch
wie folgt induktiv definieren:

t1 Rty ty R* t3
t1 R* ts

START™ T STEP*

Lemma 1.29 (Vererbung von Abschlusseigenschaften)
1. Die transitive Hiille einer symmetrischen Relation ist wieder symmetrisch.

2. Die reflexive/symmetrische/transitive Hiille einer kompatiblen Relation ist
wieder kompatibel.

3. Die reflexive Hiille einer symmetrischen/transitiven/kompatiblen Relation
ist symmetrisch/transitiv/kompatibel.

Beweis. 1. Sei R symmetrisch und ¢t R* #'. Wir zeigen ¢’ R™ t durch Induktion
iiber die Herleitung von t R™ ¢'.

Fall
tRt
t Rt

Da R symmetrisch ist, gilt ¢ R ¢t und mit Regel STARTT auch ¢’ RY t.

STARTT

Fall
t1 Rty ta RT t3

STEPT
t1 Rt 5

Es gilt t2 R t; nach Symmetrie von R und STARTT, ausserdem nach
Induktionshypothese, t5 Rt t,. Da R transitiv ist, gilt somit auch t3 RT
t1.

Bemerkung 1.30 Die symmetrische Hiille einer transitiven Relation ist im
Allgemeinen nicht transitiv, ein Beispiel ist die transitive Relation < auf N,
deren symmetrische Hiille die Ungleichheit # ist.

Bemerkung 1.31 Achtung! Die kompatible Hiille einer transitiven Relation ist

in der Regel nicht transitiv. Beispiel: Sei R das durch die Regeln EQg-AX und
EQg-TRANS aufgespannte Fragment der B-Gleichheit. In R° gelten ((Axx) Ayy) Azz R°
(Ayy) Azz R Azz, aber nicht ((Axz) Adyy) Azz R° Azz.
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14 Syntax und Gleichheit

Bemerkung 1.32 FEs empfiehlt sich also, Hiillen in der folgenden Reihenfolge
zu bilden:

1. kompatibel
symmetrisch

transitiv

™ e

reflexiv.

1.5 Reduktion

In der Mathematik berechnen wir arithmetische Ausdriicke durch eine Richtung

der Gleichheit:
(54+3)x4 = 8x4
= 32

Berechnung ist paradoxerweise ein Informationsverilust. So kann ich aus 8 * 4
deterministisch 32 gewinnen, jedoch nicht umgekehrt. Die Strukturierung der
32 als 8 x4 ist durch die Berechnung verlorengegangen.

In derselben Weise richten wir dir S-Gleichheit, um A-Terme zu berechnen:

Definition 1.33 (8-Kontraktion) Die S-Kontraktionsrelation § ist gegeben
durch das Aziomenschema (Axt) s B t[s/xz]. Die linke Seite ((Axt)s) bezeichnen
wir als Redex (reducible expression), und die rechte (t[s/x]) als sein Redukt.

Lemma 1.34 (Von der Kontraktion zur Gleichheit) =g ist die reflexiv-
transitiv-symmetrische Hille der kompatiblen Hiille der B-Kontraktionsrelation
8 CAXA.

Definition 1.35 (8-Reduktion) Die Ein-Schritt-S-Reduktion — g ist die kom-

patible Hiille der S-Kontraktion ¢ 3 t'.

Der Wert eines A-Terms wird berechnet, indem wir den Term reduzieren
so lange wir kénnen. Entweder, wir reduzieren endlos, oder wir erreichen eine
Normalform.

Beispiel 1.36

= (Axdyrz.x z (y z)) KK
— (Ayrz. Kz (y2))K
— (WAz. (M. 2) (y 2)) K
— (Ayrz.2)K

—  Azz

=  (Ar.zz)(A\r.zx)
— ()\1: xz)(Az.x )
H
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Definition 1.37 (Normalform) Der Term t heifft Normalform beziiglich ei-
ner Reduktionsrelation —, falls er sich nicht weiter (echt) reduzieren lisst,
d.h., fallst — t', dann t = t'. Wir sagen auch t ist normal. Der Term t hat
Normalform ¢, falls t —* t' und t' normal.

Falls — nicht reflexiv ist, dann ist ¢ normal gdw. es kein ¢’ gibt mit ¢ — ¢'.
Hierfiir schreiben wir kiirzer ¢ /—.

Bemerkung 1.38 t /=3 gdw. t keinen B-Redex enthdlt. Dies folgt aus den
Kongruenz-Regeln (APP und &) und kann formal durch Induktion nach t bewie-
sen werden.

1.6 Literaturverweise

Die lokal namenlose Représentation von A-Termen geht zuriick auf Andy Gor-
don (1994). Eine komplett namenlose Reprisentation, in der freie Indizes die
freien Variablen représentieren, hat de Bruijn (1972) im System AUTOMATH
verwendet. Diese Methode wird ausfiihrlich in Pierce’s Buch (2002) erldutert.
Weitere Repriisentationstechniken sind abstrakte Syntax héherer Ordnung (Hig-
her Order Abstract Syntax — HOAS) (Harper et al., 1993) und die nominale
Technik (Gabbay & Pitts, 1999).

1.7 Ubungen

Ubung 1.39 Schreiben Sie rekursives Pridikat wf, das testet, ob ein lokal na-
menloser Term wohlgeformt ist, ohne erst die Menge der freien Indizes zu be-
rechnen.

Ubung 1.40 (Syntaxgerichtete Definition der a-Aquivalenz) Sei =" die
kleinste Relation, die unter den folgenden Regeln abgeschlossen ist.

—« 7AI s —« S/
BQa-VAR —— — EQq-APP P —————
t{y/x} = t'{y/z’
EQq-ABS {y/z} {y/='y y kommt nicht in t,t" vor

Azt =* \z't!
Beweisen Sie, dass = diesselben Terme identifiziert wie =,. Anleitung:
1. Zeigen Sie die Korrektheit von =%, also die Aussage t =%t — t =, t/,
durch (Regel-)Induktion iber die Herleitung von t = t'.

e}

2. Zeigen Sie, dass =% eine Aquivalenzrelation (reflexiv, transitiv, symme-

trisch) ist.

3. Zeigen Sie schliesslich die Vollstandigkeit, also die Aussage t =, 1 —>
t =*t', durch Induktion iiber die Herleitung von t =, t'.
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Kapitel 2

Der M-Kalkiil als
Berechnungsmodell

Der Lambda-Kalkiil ist eine Turing-vollstandige Programmiersprache, d.h. je-
de berechenbare Funktion ldsst sich im Lambda-Kalkiil repriasentieren. Wei-
tere Beispiele fiir Turing-méchtige Sprachen sind Turing-Maschinen, WHILE-
und GOTO-Sprachen, kombinatorische Algebren, jede verniinftige Program-
miersprache, aber auch z.B. das Textsatzsystem TEX und die Seitenbeschrei-
bungssprache POSTSCRIPT.

Im diesem Kapitel legen wir S-Gleichheit zugrunde, d.h., wir verwenden =
fir =g und — fiir — 3. Syntaktische Gleichheit bezeichnen wir mit =.

2.1 Programmieren im A\-Kalkiil

Im Folgenden werden wir einige elementare Datentypen und die wichtigsten
Anwendungen dieser Datentypen im Lambda-Kalkiil definieren.

2.1.1 Church-Booleans

Die ersten Datenobjekte, den wir betrachten, sind die Wahrheitswerte T und F
und ihre Verwendung mit if. Da im Lambda-Kalkiil “alles Funktion” ist, miissen
wir die drei Konstrukte durch Funktionen realisieren. Wollen wir Datentypen
im Lambda-Kalkiil repréasentieren, miissen wir folgende Schliissel-Frage beant-
worten:

Wie kann ein Objekt des betrachteten Typs verwendet werden?

Es geht also nicht um die Konstruktion (FEinfiihrung), sondern um die Verwen-
dung (Elimination) eines Datenobjekts. Ein Datenobjekt im Lambda-Kalkiil
wird bestimmt durch seine Verwendungsmoglichkeiten.

Ein Wahrheitswert steht fiir eine Entscheidung, welche von zwei alternativen
Berechnungen fortgesetzt werden soll. Das aus Programmiersprachen bekannte
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18 Der M-Kalkiil als Berechnungsmodell

if-then-else ist also die allgemeinste Verwertung eines boolschen Wertes. Alle
anderen Funktionen, wie z.B. logische Verkniipfungen, kénnen mit Hilfe von if
ausgedriickt werden.

Der Wert T ist eine Funktion, die angewandt auf zwei Berechnungen, den
then-Zweig und den else-Zweig, stets den then-Zweig wihlt. Der Wert F verfolgt
immer den else-Zweig.

T = Mlet
F = Mle.e
if = MbAthe.bte

Der Destruktor if tut nichts Besonderes, er wendet den iibergebenen Wahrheits-
wert b auf t, denn then-Zweig, und e, den else-Zweig an. Die Negationsfunktion
konnen wir nun wie folgt definieren:

not = X.ifOFT

Die Definition is korrekt, wie aus den folgenden Auswertungssequenzen ersicht-
lich:

not T=(\b.ifbFT)T

— if TFT=(AoAthe.bte) TFT

— (MXe. Tte)FT

— (M. TFe)T

— TFT=WM\Xe. ) FT

— (Ae. F) T—F

not F= (\b.if bF T) F
—4(FFT)=(MXe.e) FT
—2T

Die Funktion not kann noch knapper definiert werden durch den Term Ab. b F T,
welcher sich auch ergibt, wenn man die urspriingliche Definition normalisiert.
Auch folgende Definition ist denkbar:

not = MbAthe.bet

Boolsche Funktionen lassen sich durch (geschachtelte) if-Ausdriicke implemen-
tieren. Deswegen sind sie auch im Lambda-Kalkiil problemlos kodierbar. Z.B.
Konjunktion:

and = MXbAc.bcF

Der Ausdruck and b ¢ liesst sich: Wenn b, dann ¢, sonst falsch.

2.1.2 Paare

Ein Paar ist der Zusammenschluss zweier Komponenten. Bei der Eliminati-
on eines Paares erhiilten wir eine der Komponenten zuriick. (Wollen wir beide
Komponenten, miissen wir das Paar zweimal verwenden.) Welche der beiden
Komponenten wir erhalten wollen, geben wir durch einen Wahrheitwert an. Ein
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2.1 Programmieren im A-Kalkiil 19

Paar ist also eine Funktion, die ein Bit erwartet und eine Komponente zuriick-
liefert.

Pair = ActAcpb. b et cF
fst = Ap.pT
snd = Mp.pF

Die Selektoren fst und snd tun nichts weiter, als entweder die Nachricht T oder
F an das Paar p zu iibergeben. Wieder sind also alle Verwendungsmoglichkeiten
im Konstruktor Pair enthalten. Korrektheit wird ersichtlich durch die Redukti-
onsfolgen:

fst (Pair t1 t2) = (A\p. p T) (Pair t1 t2)

— (Pair ty t2) T=(AetAcgAb. ber cp) t1 ta T

—>3 T t1 to —)2 3]

snd (Pair t1 to) = (Ap. p F) (Pair t; t2)
—*F tq to —2 to

2.1.3 Church-Ziffern

Auch unendliche Datentypen wie die natiirlichen Zahlen lassen sich im Lambda-
Kalkiil représentieren. (Dabei ist jede Zahl ein endliches Gebilde.) Eine natiirli-
che Zahl n gibt allgemein an, wie oft eine Prozedur ausgefithrt wird bzw. eine
Funktion angewendet wird. Die Repréasentation der Zahl n im Lambda-Kalkiil,
die Church-Ziffer n ist also eine Funktion, die eine beliebige Funktion f als Ar-
gument nimmt und n-mal iteriert. Dabei ist O-fache Iteration die Identitét. Die
n-te Iterierte einer Funktion f konnen wir allgemein so definieren.

I = M.z
= fofr=xx f (f*a)

Damit erhalten wir die Church-Ziffern nach folgendem Schema:

0 = AMlr.zx

1 = ANl fzx

2 = M f(fx)
'@ Afdx. f*x

Die Applikation n f einer Church-Ziffer ist also f™. Tabelle 2.1 listet einige
einfache Funktionen iiber natiirlichen Zahlen auf.

Die Vorgénger-Funktion pred mit pred n = n — 1 ist nicht direkt implemen-
tierbar. Man bendétigt Paare.

X = Pair00
f = Ap. Pair (snd p) (succ (snd p))
pred = An.fst (nfx)
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20 Der M-Kalkiil als Berechnungsmodell

Funktion Beschreibung Spezifikation Implementation

succ Nachfolger succn=n+1 AnAfiz. f (n f x)

add Addition addnm=n+m AndmAfiz.n f (m f x)
iszero Test auf 0 iszero0 =T An.n (A F) T

iszeron+1=F

Tabelle 2.1: Funktionen iiber natiirliche Zahlen.

Ubung 2.1 Definieren Sie Multiplikation mult auf Church-Ziffern.
Ubung 2.2 Definieren Sie Exponentiation exp auf Church-Ziffern.

Ubung 2.3 Definieren Sie Subtraktion sub und euklidische Division' div auf
Church-Ziffern.

2.1.4 Divergenz

Nicht alle Terme des ungetypten Lambda-Kalkiils lassen sich auf Normalform re-
duzieren. Einfachstes Beispiel fiir einen divergenten Term ist Q = (Az. z z) (Az. z z),
der durch Selbstanwendung entsteht. 2 ist invariant unter Reduktion:

A=z zz) (Ae.z2) — Do,z z/z)(z z) = (Ae. z 2) Az 2z 2) =Q

2.1.5 Funktionen mit mehreren Argumenten und Curry-
ing

Funktionen mit mehreren Argumenten (z.B. Pair, add) haben wir mit Hilfe von
mehrfacher Lambda-Abstraktion definiert. Streng genommen ist z.B. Pair eine
Funktion, die die erste Komponente als Argument nimmt und eine Funktion
zuriickgibt, die wieder ein Argument, die zweite Komponente, erwartet, und
dann ein Paar erzeugt. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass man Pair auch
teilweise anwenden kann. So kann man eine Funktion PairQ definieren, die nur
ein Argument ¢ erwartet und dann ein Paar mit konstanter erster Komponente
0 und zweiter Komponente ¢ erzeugt.

Pair0 = Pair Q = ()\CT/\CF)\b. b CcT CF) Q — )\CF)\b. b Q CF
Pair0 ¢t = (AcpAb. b0 cp)t —> Ab. b0t =g Pair0t

Im Fall von Paaren mag das nicht besonders sinnvoll sein, aber nehmen wir an,
wir hétten eine Exponentiationsfunktion power definiert mit

powernm = m"

power = nm...

IDas ist herkémmliches Teilen mit Rest, wie aus der Grundschule bekannt.
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Dann kénnen wir Quadratur sqr n = n? sehr knapp definieren durch teilweise
Applikation von power:
sqr = power 2

Eine Funktion, die teilweise Applikation erlaubt, nennt man gecurryt (nach
Haskell Curry).

Alternativ kénnen wir im Lambda-Kalkiil Funktionen mit mehreren Argu-
menten iiber Paare definieren, z.B. die Additionsfunktion

add = Ap. Afdx. (fst p) f ((snd p) f x)

add (Pairnm) —  AfAx. fst (Pair n-m) f (snd (Pair n m) f x)
—2 Mfdz.n f (m fx)

Im Lambda-Kalkiil sieht diese Variante etwas umsténdlich aus, jedoch ist dies
in den meisten Programmiersprachen die géngige Form. Etwas eleganter wird
sie mit der gebriuchlichen Notation (ay,...,ay) fiir n-Tupel. Im SML kénnen
wir add dann folgendermaflen implementieren.

add = fn (n, m) => fn f => fnx =>n f (m f x)

Das Transformieren einer iiber Tupel definierte Funktion mit mehreren Argu-
menten in eine mit iterierter A-Abstraktion nennt man currying, die Gegen-
transformation uncurrying.

Ubung 2.4 Definieren Sie eine A-Funktion curry, die eine Funktion f als Ar-
gument nimmt, welche wiederum ein Paar von Argumenten erwartet, und eine
Funktion zurickliefert, die zwei einzelne Argumente erwartet, aber sonst das
Gleiche leistet wie f.

Ubung 2.5 Definieren Sie auch eine Funktion uncurry.

2.2 Fixpunkte

Satz 2.6 (Existenz von Fixpunkten) Zu jedem Term s gibt es einen Term
r, so dassr =sr.

Beweis.  Wir kénnen so einen Term r sogar uniform angeben. Sei
Y =M. (Ax. f(zx)) Az f (x2)).

Dann ist Y s so ein r. Y ist der Standard-Fizpunktkombinator. O

Satz 2.7 (Turing, 1937) Zu jedem Term s gibt es ein r, so dass sr —* r.
Beweis. r = ®s wobei ® der Turing’sche Fizpunktkombinator ist:

O =(AfAdx. fxaxf)) (MNAx. f(zzx f)).

O
Im A\-Kalkiil lassen sich also beliebige rekursive Funktionen implementieren.
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2.3 Berechenbarkeit

Im Folgenden rekapitulieren wir den Begriff der Berechenbarkeit einer Funktion
iiber natiirlichen Zahlen und beweisen, dass jede berechenbare Funktion im A-
Kalkiil ausdriickbar ist, d.h., A-definierbar ist.

An dieser Stelle betrachten wir nur totale Funktionen.

Definition 2.8 (\-definierbar) Fine (p-stellige) numerische Funktion (p €
N) ist eine (totale) Abbildung f € NP — N. Sie heisst A-definierbar, falls es
einen Term r € A gibt, so dass

fiir alle ny,...,n, € N.

Wir schreiben auch kiirzer r i = f (7).

Bemerkung 2.9 Da — konfluent und eine Church-Ziffer normal ist, ist f
A-definiert durch v gdw. r i —* f(7).

Definition 2.10 (Basisfunktionen) Basisfunktionen sind Null-, Nachfolger-
und Projektionsfunktionen 7¢, wobei 1 < i < p:

zero € N° =N zero() =0
succ € N' =N suce(n) = n+1
€ NP> N 7(ny,...,n,) = ny

Die Basisfunktionen sind total.

Definition 2.11 (Kombinierte Funktionen)

1. Ist f eine p-stellige und g1,...,9, q-stellige partielle numerische Funk-
tionen, so ist f o g die g-stellige partielle numerische Funktion definiert
durch

(fo (i) = fg1(7), ..., gp(70)).

2. Ist f eine p-stellige und g eine p+2-stellige partielle numerische Funktion,
so ist PrimRecy 4 eine p+1-stellige partielle numerische Funktion definiert
durch

PrimRecy 4(0,7) = f(n)
PrimRecy g(m+1,7) = g(m, PrimRecy 4(m, i), )

3. Ist f eine p + 1-stellige partielle numerische Funktion, dann ist pf eine
p-stellige partielle numerische Funktion definiert durch:

(1f)() = min{m | f (7, m) = 0}
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Definition 2.12 (u-rekursive Funktion) Die Mengen T, (p € N) der tota-
len p-rekursiven p-stelligen numerischen Funktionen sind simultan-induktiv wie
folgt definiert.

T-ZERO ———— T-sucC ————— T-PROJ 1<i<
zero € Ty succ € Ty weT, =P

F€T 91 €T  popnmee L5870 9€ Towo

T-coMP - -
fogeT, PrimRecys 4 € Tpy1

J€Tpn1
pnf €Ty

Wir zeigen nun, dass alle py-rekursiven Funktionen A-definierbar sind.

T-MUREC vidm. f(i,m) =0

Lemma 2.13 Die Basisfunktionen sind \-definierbar.

Beweis. Die definierenden Terme sind:

zero = 0
succ = AnAsAz.s(nsz)
projf = Axy...zp.24

O

Fiir die Implementation der primitiven Rekursion beniitzen wir die Notation
(r,s) fiir Pairrs und Az, y).t fir Ap. t[(snd p)/y][(fstp)/z].

Lemma 2.14 Die A-definierbaren Funktionen sind abgeschlossen unter Kom-
position.

Beweis.
comph = Afgi...gpz1...2q f(91T)... (9p7)

Lemma 2.15 Die A-definierbaren Funktionen sind abgeschlossen unter primi-
tiver Rekursion.

Beweis. Primitive Rekursion ldsst sich mittels Paaren durch Iteration simulie-
ren, also durch ein LOOP-Programm. Iteration ist wiederum in Church-Ziffern
eingebaut. Zuerst also das LOOP-Programm:

primrec’})g(m’, Ny, ... Np)
(m,r) = (0, f(7))
LOOP m/
(m, ) = (m+1, g(m, 7))
RETURN r
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Da es die LOOP-Konstruktion uns nicht erméglicht, abzufragen, in welchen
Schleifendurchlauf wir uns gerade befinden, wir die Information aber fiir den
Aufruf von g brauchen, beschaffen wir uns sie mittels einer Variable m, die wir
bei jedem Druchlauf hochzéhlen. Im Paar (m,r) enthélt die Variable r jeweils
das Ergebnis der primitiven Rekursion iiber m.

Ebenso erzeugen wir in der A-Kalkiil-Version ein Paar (m,r) durch Iterati-
on iiber m'. Nach Beendigung der Iteration geben wir die zweite Komponente
zuriick. Wir definieren:

primrec” = Afgm/'ny...n,. snd(m' step start)
wobei start = (zero, f )
step = X(m,r). (succm, gmr)

Durch Induktion iiber m € N beweisen wir simultan

m step start = (m, primrec” f g m i)
rimrec® fgmn = fn falls m =0
P g B gm/ (primrec? fgm/ @) fallsm=m'+1

Basisfall m = 0.

0 step start = start
= (0, fn)
primrec? fg 0@ = snd (0 step start)
= f n
Schrittfall m = m’ + 1.
m’ + 1 step start = step™ T!lstart

step (m/ step start)
step (m/, primrec? f g m/ i)
= (m' +1, gm/ (primrec” f g m’ i) 7i)

snd (m’ + 1 step start)
= gm/ (primrec’ f g m/ 1)

primrec” fgm' +17

In diesem Beweis haben wir primitive Rekursion auf Iteration zuriickgefiihrt.
Man kann primitive Rekursion aber auch mit allgemeiner Rekursion implemen-
tieren:

primrec? fgm @ = iszerom
(f )
(g (predm) (primrec? f g (predm) i) 7@)

Rekursion kam man mit einem Fixpunkt-Kombinator abbilden, zusétzlich braucht
man noch Test auf Null (iszero) und Vorgénger (pred). Da der Vorgéinger aber
selbst schon eine Iteration iiber m bendtigt, wire das ziemlich ineffizient. Wie
wir gesehen haben, kann man ja die ganze primitive Rekursion auf eine Iteration
zuriickfiithren. ]
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Lemma 2.16 Die A-definierbaren Funktionen sind abgeschlossen unter p-Rekursion
(Minimierung).

Beweis. Wir implementieren (uf)(7) = g(0), wobei g rekursiv definiert ist:

[ m falls f(7,m) =0
g(m) = { g(m+1) andernfalls

Im A\-Kalkiil sieht das dann so aus:

murec? = Afny...n,. (Y(Agm. iszero (f i m) m (g (succ m)))) zero

Satz 2.17 (p-rekursiv impliziert A-definierbar) Wenn f € 7,, dann ist f
A-definierbar.

Beweis. Durch Induktion tiber f € 7,, unter Benutzung der Lemmata. O
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Kapitel 3

Reduktion

3.1 p[-Reduktion

Definition 3.1 (5-Reduktion) Wir definieren die Ein-Schritt-8-Reduktion
—3 € A x A induktiv durch die folgenden Regeln:

REDg-AX
PR Nat) s —g t[s/a]
t—pt r—gr! s—p 8
REDg-{ ————  REDg-APP-L —————  REDg-APP-R —————
Azt — g At/ rs—g7's rs—grs

FEinen Term der Form (A\xt) s bezeichnen wir als Redex (reducible expression),
und t[s/x] als sein Redukt.

—>g ist also die kompatible Hiille der B-Kontraktion t 8 t', die gegeben ist

durch das Schema REDg-AX.
Aus Lemma 1.29 folgt:

Korollar 3.2 Die Relationen —>;§ und — sind kompatibel.

3.1.1 Substitutivitit

Definition 3.3 (Substitutivitit) Eine Relation R C A x A auf A\-Termen
heisst substitutiv, falls t R t' impliziert, dass t[s/x] R t'[s/x] fir alle s € A und
reV.

Lemma 3.4 Ist eine Relation R substitutiv, dann auch ihre reflexive, transitive,
symmetrische, und kompatible Hiille.

Lemma 3.5 Die B-Kontraktion ist substitutiv.
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Beweis. Sei (Axt) s B t[s/z]. Dann gilt ((Axt) s)[r/y] = Az t[r/y]) (s[r/y]) B
tlr/y][s[r/y]/x] = t[s/x][r/y] nach den Rechenregeln fiir Substitution. ad

Korollar 3.6 Die Relationen —g, —>;, —5, und =g sind substitutiv.

3.2 Konfluenz

3.2.1 Konfluenzeigenschaften und deren Beziehung

Definition 3.7 (Konfluenz) Sei M eine Menge und — C M x M eine Re-
lation auf M.

1. — hat die Diamanteigenschaft falls gilt: Wenn to — t1 und to — to
dann gibt es ein tz mit t1 — t3 und to —> t3.

2. —> hat die Streifeneigenschaft falls gilt: Wenn tg — t1 und tg —* t
dann gibt es ein tg mit t1 —* t3 und to —* t3.

3. — st konfluent, falls gilt: Wenn tg —* t1 und tg —* to dann gibt es
ein ts mit tq —* t3 und to —* t3.

4. —> ist lokal konfluent, falls gilt: Wenn tg — t1 und to — to dann gibt
es ein t3 mit t1 —* t3 und to —* t3.

Alternativ sagt man fiir konfluent auch Church-Rosser und fir lokal konfluent
auch schwach Church-Rosser.

Trivialerweise ist jede konfluente Relation auch lokal konfluent. Auch Diamant-
und Streifeneigenschaft implizieren direkt die lokale Konfluenz. Jede konfluente
Relation hat die Streifeneigenschaft.

to to to to
i to 3] to i1 to t to
t3 t3 t3 t3
Diamant Streifen konfluent lokal konfluent

Abbildung 3.1: Konfluenzeigenschaften

Lemma 3.8 Hat — die Diamanteigenschaft, dann auch die Streifeneigen-
schaft.
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Beweis. Sei tg —* to. Durch Induktion iiber die Anzahl der Reduktions-
schritte zeigen wir, dass es fiir alle ¢; mit t¢ — ¢ ein ¢3 gibt mit ¢; —* ¢3
und to —> t3. O

Lemma 3.9 Hat — die Streifeneigenschaft, dann ist — konfluent.
Beweis.  Sei tg —™* t1. Durch Induktion iiber die Anzahl der Reduktions-

schritte zeigen wir, dass es fiir alle ¢t mit tg —* o ein t3 gibt mit t; —™ ¢3
und to —* t3. O

Korollar 3.10 Hat — die Diamanteigenschaft, dann ist — konfluent.

Beweis.  (Siehe Abbildung 3.2) Durch Zusammensetzen der beiden Lemmata.
O

Abbildung 3.2: Beweis der Konfluenz aus der Diamanteigenschaft
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Bemerkung 3.11 Nicht jede lokal konfluente Relation ist auch konfluent! Stan-
dardbeispiel ist die folgende Relation:

Aber in Abwesenheit von unendlichen Reduktionsfolgen ist lokale Konfluenz
ausreichend:

Lemma 3.12 (Newman) Ist — eine lokal konfluente Relation und wohlfun-

diert, d.h. es gibt keine unendlichen Ketten tg — t1 — ..., so ist — schon
konfluent.
Beweis.  Spéter. a

Beispiel 3.13 (Nicht-Konfluenz Klop (1980)) Das folgende Termersetzungs-
system ist nicht konfluent:

ott — ¢
ct  — dt(ct)
a — ca

Dazu betrachte man folgende Reduktionsfolgen ausgehend von ca:

ca—t da(ca) —T d(ca)(ca) —T e
ca—Tc(ca) —Tce

Diese beiden Redukte konnen nicht mehr zusammengefihrt werden.

Die Symbole c und a kénnen auch mittels des Turing’schen Fixpunkt-Kom-
binators ® = (AaxAf. f (xx f)) (AzAf. f (xx f)) und S-Reduktion implementiert
werden. “Schuld” an der Nicht-Konfluenz ist die sog. nicht-lineare linke Seite
der Regel §tt — € (zwei Vorkommen desselben Terms t).

3.2.2 Lokale Konfluenz der p-Reduktion

Satz 3.14 — 3 hat nicht die Diamanteigenschaft.

Beweis. Betrachten wir das Reduktionspaar t[s/z] +— (Axt)s — (Axt) s’
wobei s —» §. Falls die Substitution fiir z den eingesetzen Term vervielfacht
oder verliert, kann ¢[s/x] nicht in genau einem Schritt auf ¢[s’/z| reduziert wer-
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den, sondern nur in mehreren Schritten oder keinem. Beispiele:

(zy) (1) (Awyz) (1)
y Ozy)l gyl (A\zyz)]l
\y.
Ozyzaz) ()
e
y (1) (1) Awyza)l
e
gyl oy
o

Satz 3.15 (—p ist lokal konfluent) Wenn t¢ — 3 t1 und t¢ — 3 t2 dann
gibt es ein t3 mit tq —>E tz und to —>’[3 ts.

Beweis. Durch simultane Induktion iiber t9 —g t; und tg —g t2. Wir
betrachten folgende Félle:
Fall Reduktion unter A:
t BE— to to —R to
Azt gé— Axty Azty —g Azt

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein t3 mit 4 —>2§ tz und o —>2 ts.
Mit der Kompatibilitidt von —>2 auch A\zt; —>2 Axts und Axto —>2§
)\Itg.

Fall Unabhéngige Reduktionen in Applikation:

' oge— T s—g s
s gé—1Ts rs—grs

Beide Redukte reduzieren zu 7’ s’ in einem Schritt.
Fall Reduktion im Argument vs. 3:

s g—s
(Axt) ' pe— (Axt) s (Axt) s —p t[s/x]
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Nach Korollar 3.23, t[s/x] —7 t[s’/z]. Ausserdem, (Axt) s’ — g t[s'/z].
An diesem Fall scheitert die Diamanteigenschaft von —g.
Fall Reduktion in der Funktion vs. 3:

t/ ps— t
(Azt’) s g+— (Azxt) s (Axt) s — g t[s/x]

Aus der Substitutivitit von — g erhalten wir ¢[s/x] — g t'[s/z]. Ausser-
dem (Axzt') s —p t'[s/x].

O

3.2.3 Konfluenz der p-Reduktion

Sektion 3.2.1 deutet eine Strategie an, um die Konfluenz einer Relation zu
beweisen: Man beweise zuerst die Diamanteigenschaft, die dann Streifeneigen-
schaft und Konfluenz impliziert. In Sektion 3.2.2 haben wir gesehen, dass die
B-Reduktion wegen der Duplikation von Redexen die Diamanteigenschaft nicht
hat. Wir miissen daher die Ein-Schritt-Reduktion so verstirken, dass mehre-
re, von einander unabhingige Reduktionen gleichzeitig durchgefiihrt werden
kénnen. Wenn z.B. s in einem Schritt auf s’ reduziert, so wollen wir in ei-
ne Schritt auch t[s/x] auf ¢[s’/z] reduzieren kénnen. Eine Verstérkung der
Ein-Schritt-Reduktion, die diese Eigenschaft hat, ist die parallele Reduktion
nach Tait und Martin-Lof. Sie erlaubt die gleichzeitige Reduktion einer belie-
bigen Menge von Redexen, die im Moment sichtbar sind. Z.B. sind im Term
(I(Ka)) (ly) die 3 Redexe | (Kz), K2 und |y sichtbar. Werden diese gleichzeitig
entfernt, ensteht der Term (Az.z)y. Dieser Redex ist neu, er war vorher nicht
sichtbar, und kann nur in einem zweiten Reduktionsschritt entfernt werden.

Die parallele Reduktion hat die Diamanteigenschaft, was aus der folgenden
einfachen Uberlegung hervorgeht: Betrachten wir einen Term to, und zwei paral-
lele Redukte t; und t5. Der erste Term ¢; geht aus ty durch die Entfernung einer
gewissen Menge von sichtbaren Redexen hervor, und ebenso entsteht to aus g
durch die Entfernung einer moglicherweise verschiedenen Menge von Redexen.
Sowohl t; als auch ¢, lassen sich aber in einem parallelen Schritt auf den Term
ts reduzieren, der durch die Entfernung aller sichtbaren Redexe von t; entsteht.
Wir nennen t3 die vollsténdige Entwicklung von tg.

Im Folgenden formalisieren wir den nun informell vorgestellten Konfluenzbe-
weis. Dazu definieren wir =, eine Relation —3 C = C —%, die zwischen
—p und —7 liegt und die Diamanteigenschaft hat. Daraus folgt schon die
Konfluenz von — . Die Definition der parallelen Reduktion und der Konfluenz-
Beweis geht auf Tait und Martin-Lof zuriick und ist z.B. bei Takahashi Taka-
hashi (1995) aufgeschrieben.

Lemma 3.16 Sei — C = C —* und = konfluent. Dann ist —* auch
konfluent.

Rohfassung vom 2. Juli 2010



3.2 Konfluenz 33

Beweis. Trivial, da —* C =* C —*. O

Definition 3.17 (Parallele Reduktion) Die Relation = ist induktiv defi-
niert durch:

t=1t r=r' s =5
PAR-VAR PAR-{ —MM— PAR-APP
= Art = Axt’ rs=r's
t =t s =5

(Axt) s = t'[s' /]

Hinweis: Die Relation ist nicht-deterministisch.

Definition 3.18 (Parallel-kompatibel) Eine Relation R C A x A heisse
parallel-kompatibel, falls

1. x Rz fiir allex €V,
2. t Rt impliziert Azt R Axt’, und
3. r Rr' und s R s implizieren rs R’ s'.

Die parallele Reduktion is parallel-kompatibel dank PAR-VAR, PAR-{, und PAR-APP.

Lemma 3.19 (Reflexivitit) Ist R parallel-kompatibel, so gilt t R t fiir alle
teA.

Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber ¢. O

Lemma 3.20 (Einbettung von —3) Wennt —gt', dannt = t'.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢ — 3 ¢’ unter Benutzung der Reflexivitdt. O

Lemma 3.21 (Einbettung in —>2§) Wenn t = t/, dann t — t.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢ = ¢’ unter Benutzung der Abschlusseigen-
schaften von —7.

Fall
t =t s =5

(Aat) s = t'[s'/x]

PAR-(3

Nach Induktionsvoraussetzung ¢t — 7% ' und s — ', zusammen also
(Azt) s —% (Axt') 8" —p t'[s' /2]

O
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Lemma 3.22 (Abschluss unter Substitution) Falls s = s’ und r = 1/,
dann r[s/z] = r'[s' [z].

Beweis. Durch Induktion iiber r = 7’. De facto ersetzen wir jedes Blatt
x = x des Herleitungsbaums r = r’ durch die Herleitung von s = ¢’. O

Korollar 3.23 (Abschluss von —7% unter Substitution)
1. Falls s —p s', then t[s/z] —} t[s'/z].
2. Falls s —} 8" and t — 5 t', then t[s/x] —} t'[s'/z].

Beweis. 1. folgt aus dem vorherigen Lemma, da s = s’ und ¢t = ¢. 2. folgt
aus 1. und der Substitutivitét von —7%: Betrachte das Zwischenprodukt ¢[s’/z].
O

Definition 3.24 (Vollstindige Entwicklung) Fiir t € A definieren wir die
vollstindige Entwicklung t* durch Rekursion tiber t.

*

x = =z
(Axt)* = dx.t*

. t*[s*/x]  falls r = At
(rs) { r*s* sonst

Lemma 3.25 Wenn ' = r* und s’ = s*, dann r' s’ = (r s)*.

Beweis. Durch Unterscheidung der Fille, ob 7’ eine A-Abstraktion ist oder
nicht. a

Lemma 3.26 (Maximale Verlingerung einer parallelen Reduktion) Falls
t=t', dann t' = t*.

Beweis. Durch Induktion iiber t = ¢/, unter Benutzung des vorherigen Lem-
mas im Fall PAR-APP, und des Substitutions-Lemmas in Fall PAR-(.

Fall
r =7 s =g

PAR-APP
rs=—r's

Nach Induktionsvoraussetzung v’ = r* und s’ = s*. Nach dem Lemma
also ' s’ = (r s)*.

Fall

t =t s=s

(A\xt) s = t'[s' /]

Nach Induktionsvoraussetzung s’ = s* und t' = t*. Mit dem Substitu-
tionslemma, t'[s' /2] = t*[s* /2] = ((Axt) s)*.
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Korollar 3.27 = hat die Diamanteigenschaft.

Beweis.  Falls tg = t; und t9 = t2, so gilt nach dem vorigen Lemma,
t1:>t8 und tgﬁta. O

Satz 3.28 — 3 ist konfluent.

Beweis. Durch Kombination der Teilaussagen. O
Damit kénnen wir der 5-Gleichheit eine Richtung geben.

Korollar 3.29 (Richtung der $-Gleichheit) Wenn t =3 ', dann gibt es
einen Term r mit t — 5 r und t' —5 7.

Beweis. =g is die transitive Hiille der symmetrischen Hiille von —7%. Also
gibt es Terme tg = t, 1, t2, ..., t, = t' und Terme sq,...,s,, so dass t; —%
Si+1 ¢ tiy1. Durch n(n — 1)/2-maliges Anwenden der Konfluenz erhélt man
daraus den gesuchten Term 7.

t=to t1 to e tn—1 t, =1
NLSONONG NS
S1 S2 R Sn
o W RN
[} [ ] [}
* ko Tk *
SNV SN
[ ) [ )
) * *
N £
r
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3.3 Normalformen

Eine wichtige Konsequenz aus der Konfluenz ist die Eindeutigkeit von Normal-
formen.

Satz 3.30 (Eindeutigkeit von Normalformen) Ist — konfluent, dann hat
jedes t € A hdchstens eine Normalform.

Beweis. Angenommen ¢t —* t; /= und t —* t5 #4—. Dann gibt es nach
Konfluenz ein t3 mit ¢t; —* ¢3 und to —* t3. Da t; und t> normal sind,
bestehen die letztgenannten Reduktionssequenzen aus genau 0 Schritten, also
t1 = t3 = 9. 0O

Lemma 3.31 (Charakterisierung von $-Normalformen)
1. /—=p3.
2. Azt /=g gdw. t #—3.
3. rs4=p gdw. v /=5, s /=g und r keine A-Abstraktion.

Mit Hilfe dieser Charakterisierung kénnen wir Normalformen induktiv definie-
ren.

Definition 3.32 (Induktive Charakterisierung von Normalformen) Wir
definieren die Menge NF C A induktiv wie folgt:

r € NF s € NF 2 At t € NF
z € NF rseNF 7 Azt € NF
Lemma 3.33 (Korrektheit und Vollstéindigkeit von NF) ¢t € NF g.d.w.
tF—p.
Beweis. Durch Induktion nach ¢. |

Lemma 3.34 Fulls t € NF und t ist keine Abstraktion, dann t = = § fiir ein
x € V und einen (mdglicherweise leeren) Argumentvektor § € NF.

Mit Hilfe der Vektornotation lésst sich NF wie folgt definieren:

Lemma 3.35 (Alternative induktive Charakterisierung von Normalformen)
Wir definieren die Menge NF' C A induktiv wie folgt:

S1,...,5n € NF/ >0 t € NF’
-9 = 0 e
x5 e NF - Azt € NF/

Damit ¢ilt NF = NF’.
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Definition 3.36 (Divergenz) FEin Term t divergiert, falls er keine Normal-
form besitzt.

Beispiel 3.37 Der Term Q := (Az.xx) (A\x.x ) divergiert, denn er reduziert
nur zu sich selbst. Ebenso divergieren die Terme Ay und Ay.y(€). Sei K :=
AxAy. x. Der Term KKQ reduziert zwar zu sich selbst, allerdings nicht aussch-
liesslich; er hat die Normalform K.

3.4 Standardisierung

Hat ein Term eine (S-)Normalform, so ist sie durch Reduktion erreichbar, das
sagt uns die Konfluenz. Allerdings gibt es viele Moglichkeiten, einen Term zu
reduzieren, und nicht alle bringen uns weiter auf dem Weg zur Normalform. Z.B.
der Term (Azy) (2 erlaubt zwei Reduktionen, eine bringt uns zur Normalform
y, die andere lidsst uns “auf der Stelle treten”. Im Folgenden zeigen wir, dass
jeder Term eine Standardreduktionsfolge hat, die zur Normalform fiihrt, falls
der Term eine besitzt.

Lemma 3.38 (Charakterisierung von Termen I) Jeder Term hat eine der
folgenden Gestalten:

1. x5,
2. Axt, oder
3. (Axt) s§.

Terme der Gestalt x § und \xt sind in schwacher Kopf-Normalform (WHNF),
Terme der Gestalt (Axt) s § haben einen schwachen Kopf-Redex.

Definition 3.39 (Schwache Kopfreduktion) Die schwache Kopfreduktion ist
gegeben durch das Aziomenschema (Axt) s§ —wh t[s/z]5. (Keine Kompatibi-
lititsregeln!)

Lemma 3.40 (Charakterisierung von Termen II) Jeder Term hat eine der
folgenden Gestalten:

1. M\yj.x S, oder
2. \y. (Axt) s 3.

Im ersten Fall ist der Term in Kopf-Normalform (HNF), im zweiten Fall hat
er einen Kopf-Redex.

Definition 3.41 (Kopfreduktion) Die Kopfreduktion ist gegeben durch das
Azxiomenschema \y. (Axt) s § —n AY. t[s/x]5. Alternative Sicht: Abschluss von
—wh unter der £-Regel.
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Kopf-Redexe miissen auf jeden Fall entfernt werden, um zu einer Normalform
zu gelangen. Andere Redexe kénnen auch durch leere Substitution verschwinden,
wie z.B. im Term (Azy) Q der Redex in €.

Betrachen wir eine Reduktionsfolge ¢ —7 t'. Hat t einen schwachen Kopf-
Redex und wir entfernen ihn im ersten Schritt nicht, haben wir im zweiten
Schritt wieder die Wahl, ob wir ihn entfernen wollen oder nicht. In der Standard-
Reduktionsfolge entfernen wir einen schwachen Kopf-Redex entweder im ersten
Schritt, oder er bleibt bis zum Ende stehen und wir reduzieren nur noch in den
Subtermen. Dies ist in folgender induktiver Definition ausgedriickt (Plotkin,
1975, S.146).

Definition 3.42 (Standard-Reduktion, induktiv) I'm Folgenden definieren
wir die Relation t —¢ t' induktiv.

t —sun t/ t — t”
SRED-WHR SRED-VAR

t —s t” T —>s T
t— t T —s 1’ [ ——i
SRED-XI ————— SRED-APP
Axt — Aat! rs —sr's

Bemerkung 3.43 (Alternative Definition) Durch Integration von SRED-APP
in SRED-VAR und SRED-XI und durch Explikation der schwachen Kopfreduktion
erhdilt man folgende, dquivalente Definition (Loader, 1998, 5.13):

r[s/xz] § —st

SRED-WHR ————5——
(Axr)ss§ —st

§— 8 r—>s 1’ §— 8
SRED-CLOS-VAR ————— SRED-CLOS-ABS — -
x§—sx§ (Axr) § —¢ (Azr’) 3

Die Standardreduktion determiniert nicht die Reihenfolge von Reduktionen,
die absolut nichts miteinander zu tun haben und deswegen parallel ausgefiihrt
werden kénnen. Z.B. haben im Term x s s” die Subterme s und s’ keine Moglich-
keit mehr zur Interaktion, deswegen ist es irrelevant, ob man zuerst s oder s’
reduziert. Bleibt ein Kopf-Redex (Azr)s 3 stehen, interagieren die Subterme
r, s, S in den folgenden Reduktionen auch nicht mehr.

Lemma 3.44 (Reflexivitit) t — ¢ fiir alle t.

Beweis. — ist parallel-kompatibel. m|

Lemma 3.45 (Sequentialisierung) Wennt —t', dannt —75 t'.

Beweis. Durch Induktion iiber t — t'. O
Nun wollen wir zeigen, dass sich jede Reduktionsfolge t —7% ¢' zu t — #/
standardisieren ldsst Loader (1998). Dazu brauchen wir zwei neue Konstrukti-

onsprinzipien fiir Standardreduktionsfolgen.
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Lemma 3.46 (Abschluss unter Substitution) Wenn t —¢ ¢ und s —
s, dann t[s/x] —s t'[s'/x].
Beweis. Durch Induktion iiber ¢t — t'.
Fall
t—sun t/ t — t"
t —s t”
Zunichst gilt t[s/x] —wh t'[s/z], d.h. die schwache Kopfreduktion ist

substitutiv, und nach LH. ¢'[s/x] —¢ t"[s' /2], also folgt die Behauptung
t[s/x] —>s t"[s' /2] mit SRED-WHR. O

SRED-WHR

Nun haben wir die Mittel zusammen, um das zentrale Lemma zu beweisen:

Lemma 3.47 (“Anstiickeln” der Standardreduktionsfolge) Wennt —
tundt' — g t"’, dannt —5t".

Beweis. Durch Induktion iiber t —¢ ¢’ unter Betrachtung der moglichen Fiille
der Ein-Schritt-Reduktion ¢ — 5 t”. Widmen wir uns zuerst dem schwierigsten
Fall:

Fall

r—s 1
—  SRED-XI
Axr —¢ Aar 5 —s 8 und (A\zr’) s’ — 5 r'[s' /2]
SRED-APP

(\zr) s —s (Axr') s

Die Standardreduktion hat den schwachen Kopf-Redex stehengelassen,
durch die Ein-Schritt-Reduktion wird er nachtréglich entfernt. Um wieder
eine Standardreduktion zu erhalten miissen wir diesen Schritt natiirlich zu
Beginn ausfiithren. Dazu ist es notwendig, die bisherige Standardreduktion-
folge umzubauen: Nach dem Substitutionslemma gilt r[s/z] —s r'[s /2],
und durch Anwendung von SRED-WHR erhalten wir (Azr) s — r/[s'/x].

Fall
T —s 1’ r—g "

un
Axr —>s Axr! Axr’ —g Axr”

SRED-XI

Nach LV., r —¢ 7", mit SRED-XI deshalb Azr —s Azr”. Fast alle ande-
ren Falle gehen analog, bis auf einen letzten, der noch einfacher ist:

Fall .
t —>wht to —>s t
SRED-WHR wh 70 0 7" wndt' —s5t"
t— t!

Hier haben wir nach I.V., t; — t”, und mit SRED-WHR beenden wir den
Beweis. a

Satz 3.48 (Standardisierung) Wennt —73 t', dannt —t'.
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Beweis.  Wir starten mit der leeren Standardreduktionsfolge t —s ¢ und
stiickeln dann die einzelnen Reduktionsschritte an. ]

Korollar 3.49 —§ = —..

Damit haben wir ein neues Induktionsprinzip fiir — gewonnen.

Eine Konsequenz der Standardisierung ist die Vollstéindigkeit von (schwa-
cher) Kopf-Reduktion: Existiert eine (schwache) Kopf-Normalform, dann findet
die (schwache) Kopf-Normalisierung eine.

Lemma 3.50
1. Wennt —s 3§, dannt —%, x§ und § — §.
2. Wenn t —s Axr’, dann t —X, Axr und r —s 1.
3. Wennt —s A\j. 2§, dannt —; A\j. x5 und § — §.

Beweis. Durch Induktion nach t — . ... O

Satz 3.51 (Korrektheit und Vollstindigkeit von (schwacher) Kopf-Reduktion)

1. Wenn t =g w € WHNF, dann t —%, w’ € WHNF und w =3 w'.
2. Wennt =g h € HNF, dann t —} b’ € HNF und h =g h'.

Beweis. Aus dem Lemma mittels Konfluenz und Standardisierung. a

3.4.1 Schwache Normalisierung

Definition 3.52 Ein Term t heifit schwach normalisierend bzgl. einer Reduk-
tionsrelation — (t € wn__, ), falls er eine Normalform hat, d.h., es gibt ein v
mit t — v /.

Im folgenden geben wir eine induktive Definition von schwach S-normalisierenden
Termen an. Wir wissen bereits:

t € wn <~ HUGNFg.t:[gU
<= JveNFg.t —)I’g v Konfluenz
< JweNFg.t—v Standardisierung

Dabei sind —s und NFg bereits induktiv definiert. Wir erhalten die induktive
Definition von wn mechanisch durch Einschrénkung der rechten Seite von —;
auf Normalformen.
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Definition 3.53 (Schwach S-normalisierende Terme, induktiv)

WN-NE _’7 WN-XI M WN-WHR w
v5eWNg Art € WNg (\at) s 5 € WNj

Bemerkung 3.54 Die dritte Regel lisst sich auch schreiben als

t—wnt’ ' €WNg

WN-WHR
te WNﬁ

Nun lassen wir den Index 8 weg.

Lemma 3.55 Wennt € WN, dann t —¢ v € NF.

Beweis.  Trivial, durch Induktion {iber ¢t € WN. O

Lemma 3.56 Wennt —sv € NF, dann t € WN.

Beweis. Trivial, durch Induktion iiber ¢ — ¢ v. O

Satz 3.57 wn = WN

Der bisherige Begriff von Standardreduktion enthélt Parallelitéit. Hat ein
Term eine Normalform, dann greift sogar eine deterministische Strategie: Ent-
ferne immer den am weitesten links stehenden Redex.

Definition 3.58 (AuBere Reduktion (engl. leftmost-outermost reduction))

t —swh t/ t— t §e NF s — 8
L-WHR —— L-XI ——mmmm@8@8@ X L-RIGHT = =
t—nt Axt — Azt r5st — x5t

Lemma 3.59 (Kompatibilititsregeln fiir —)
1. Wennt —| t' then \at —| Azt’.
2. Wenn x§ € NF und s —/ &', dann ©§s —| z§s'.

3. Wenn § —| v € NF, dann x5 — 7 € NF.

Satz 3.60 Wennt € WN, dannt —" v € NF.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢ € WN, unter Verwendung des vorherigen
Lemmas. a
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Kapitel 4

Eta-Reduktion

Wenn z ¢ FV(t), dann (Az.tx) s — g t s. Dies motiviert die Programmoptimie-
rung Ax.tr —y t.

Definition 4.1 (n-Reduktion) Die Ein-Schritt-n-Reduktion —,, ist die kon-
gruente Hiille des Aziomenschemas Az.tx —, t (x & FV(t)). Die fn-Reduktion
ist definiert durch — g, := —g U —,. n-Gleichheit und 8n-Gleichheit sind
wie iblich definiert, als kleinste Aquivalenzrelation iber —, bzw. —gy.

Definition 4.2 (Extensionalitéit) Sei M eine Menge mit einer Applikations-
operation, geschrieben als Juztaposition: r,s € M implziert rs € M. Eine Re-
lation R auf M heisst extensional falls r Rr' gdw. rs Rr's fiir alle s € M.

Bemerkung 4.3 Die Gleichheit in der Mengenlehre ist extensional. In der
(Schul-) Mathematik verwenden wir oft (implizit) Extensionalitit, denn um zu
zeigen, dass zwei Funktionen iibereinstimmen, zeigen wir gewdhnlicherweise die
punktweise Ubereinstimmung. Die B-Gleichheit ist jedoch nicht extensional, da
Ax.tx #t.

Satz 4.4 (Curry) Folgende Gleichheitsrelationen sind dquivalent:
1. =g + Extensionalitdt,

2. =5 + Aziomenschema tx =g t'xz (x ¢ FV(t,t)) = t=pt’.

3. =gy
Beweis. Es gilt:
ts=gt's fir alle s € A
= tr=pgt'x fiir ein & FV(¢,t')
<~ JAz.tz=gAz.t'z fireinz & FV(t,t)
= t=p,t
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4.1 Eigenschaften der n-Reduktion
B- und n-Reduktion iiberlappen: Wenn = ¢ FV(t) dann

(Az.tx)s —pny ts
Ax. (Ayt)x  — gy Ayt = Az tz/y]

Lemma 4.5 (Erhaltung freier Variablen) t —, t' impliziert FV(t) = FV(t').

Lemma 4.6 n-Reduktion ist substitutiv.

Beweis. Sei x € FV(t). Da die Substitution (Az.tx)[s/y] = \x.t[s/y] x keine
Variablen gefangennimmt, ist auch x ¢ FV(¢[s/y]). O

Lemma 4.7 —" hat die Diamanteigenschaft.
Satz 4.8 n-Reduktion ist konfluent.

Definition 4.9 (Starke Normalisierung, klassisch) Wir sagen, eine Rela-
tion — ist stark normalisierend, wenn es keine unendlichen Reduktionsfolgen
to —t1 — ... g’th

Die -Reduktion ist nicht stark normalisierend wegen 2 — 3 ).

Satz 4.10 n-Reduktion ist stark normalisierend.

Beweis. Jeder Reduktionsschritt entfernt ein A. Davon gibt es aber nur endlich
viele. 0

Satz 4.11 (n-Reduktion erhilt f-Normalformen) Wennt € NFg undt —,
t', dann t' € NFg.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢t € NFg. Der prinzipielle Fall ist t = Az.t' & —,
t'. Es gilt aber t € NFg <= t'x € NF3 = ¢’ € NFg. O

4.2 Konfluenz der $n-Reduktion

Konfluenz der #n-Reduktion kann z.B. durch eine Adaption der parallelen Re-
duktion gezeigt werden Selinger (2006). Wir verwenden hier eine andere Technik
(Barendregt, 1984, S.64ff).

Wir scheiben R & wenn R die Diamanteigenschaft hat.
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Definition 4.12 Zwe: Relationen Ry, Ry tiber einer Menge M kommuntieren,
in Zeichen Ry O Ro, falls es fir alle to,t1,to € M mit to R;l to R1 t1 ein
t3 € M gibt mit ty Ry t3 Ry t;.

Lemma 4.13 (Hindley und Rosen) Fulls Ry &, Ry ¢ und Ry O Rs, dann
(Rl U Rg)* O.

Beweis.
Rl R2 R2
[} [} [ ] [ ] > @
R4 R4 R4 Ry
Ri YV Ry Y Ry ¥ Y
° > @ > @ > @ > @
Ro Ro R Ry
Ri Y Ry Y Ry V¥ Y
[ ] > @ > @ > @ > @
\ N N \
° > @ > @ > @ > @

Bemerkung 4.14 Fulls Ry ¢, Ry ¢ und Ry O Ry, dann (Ry U Rg) ©. Daraus
folgt dann mit Lemma 7?7 (R1 U Ry)* O.

Lemma 4.15 Wenn tg —, t1 und tg —g t2, dann ist entweder t; = to oder
es gibt ein t3 mit t1 —p t3 und to — 3.

t04ﬁ>t2
v
Vi
n Vi n
Vi
4 Y
t >t
1 y 3

5

Beweis. Durch simultane Induktion iiber ty —, t; und tg —g t2. Wir
unterscheiden folgende Fille:

1. Beide Reduktionen in Teiltermen: klar, mit Hilfe der I.V.
2. Reduktionen iiberlappend: tg = (Az.tx)s oder o = Az. (Ayt) x mit = ¢
FV(t). Dann t; = to.
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3.
(Aat) s . t[s/x]
\
(Axt') s 5 t'[s/x]
4.
(A\xt) s _F . t[s/x]

\
(Axt) s e t[s'/x]

5. ¢ ¢ FV(t) und

)\x.tx—ﬂ>/\x.t'ac

n U]

\

t >t/
B

Hier verwenden wir t — 5 t' = FV(¢) D FV(¢').

O
Lemma 4.16 —; O —5-
B
to —1t2
n* n*

\

t > 1

1o 3
Beweis.  Durch Induktion tiber tog — 1. O

Satz 4.17 (n-Reduktion kommuntiert mit f-Reduktion) —) O —7%.

*

to ——1t2

* *

n n

Y
t >1
1 5 3
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Beweis. Durch Induktion iiber g — to. O

Satz 4.18 (Sn-Reduktion ist konfluent) — 5, <

Beweis. Da —g <&, —, < und —>’/§ 0 —7, gilt nach dem Lemma von
Hindley und Rosen (—3 U —7)" ©, also —73, ©. O

Ubung 4.19 (Alternativer Konfluenzbeweis) Die vollstindige n-Superent-
wicklung t", die in einen Term t alle n-Redexe entfernt, ist rekursiv definiert
wie folgt:

ol = =z
(rs)m = righ
t/ fallst" =t x und x € FV(t)
,r] pu—
(Aat)? = { Ax.t"  sonst

Zeigen Sie:
Lot —3 17 /=y
2. Wenn t; —, ta, dann t] = tJ.
3. (t[s/z])" = t"[s"/x].
4. Wenn ty —p to, dann t] —3 t3.
5. Wenn ty —j, ta, dann t; —j ta.
b

. — gy st konfluent.
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4.3 n-Aufschiebung (7-postponement)

Bemerkung 4.20 Die Aussage —,—p C —>g—— scheitert am Fall (\y.(Axt) y) s —
(Axt) s —p t[s/x]. Hier sind zwei 3-Reduktionen nitig.

Takahashi Takahashi (1995) zeigt =, =3 C ===, fiir parallele §-
und 7n-Reduktion. Mit ¢ =, v € nfg impliziert ¢ € wng folgt daraus, dass die
schwach [-normalisierenden Terme unter n-Expansion abgeschlossen sind, also
das wichtige Resultat wng, C wng. Hier das Argument (hat Simon Huber mir
nahegebracht): Sei t =, t' € wng, also t' =% v € nfg. Dann gilt mit -
Aufschiebung, t = " ==, v, also " € wng und damit auch ¢ € wng. Hierfiir
schein essentiell, dass die eine parallele n-Reduktion nach der Aufschiebung
immer noch eine ist.

Wir zeigen eine stérkere Aussage als Takahashi:

Satz 4.21 (Abschluss der Standardreduktion unter n-Expansion) Wenn
to —ry t1 —s t3, dann gibt es ein to mit tog —s to — ts-

ty ——t,

S S

V *
to y s

Wenn t3 € nfg, dann auch ty € nfg.

Der direkte Beweis des Satzes scheitert am Fall (Azt)s —, (Azt)s’ —un
t[s'/z] —>s r: Dann haben wir nur (Azt) s —, t[s/z] — t[s'/z] —s T,
darauf ist die I.V. aber nicht anwendbar.

Wir verstiarken die Aussage auf parallele n-Reduktion, die wir induktiv wie
folgt definieren:

t =, t =, s=, ¢ t =yt
T=, T Axt =, Axt/ rs=>,1's Ax.tx =, t/

A0

Es gilt —, C=,C —- Ausserdem ist =, unter Substitution abgeschlos-
sen:

Lemma 4.22 Wenn t =>, t’ und s =, §', dann t[s/z] =, t'[s'/z].
Beweis. Durch Induktion iiber ¢t =, t'. a

Wenn r =, Azt/, dann ist 7 eine mehrfache n-Expansion eines Termes Azt
mit ¢ =, ¢’ Takahashi (1995). Uns geniigt es die folgende Konsequenz dieser
Tatsache zu zeigen:

Lemma 4.23 Wenn r =, \zt', dann rs —1, t[s/z] fir ein t =, t'.
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Beweis.  Durch Induktion iiber r =, Azt’. O

Dies verallgemeinern wir noch auf:

Lemma 4.24 Wennr =, (A\at') s} ...s),, dannr s,p1 —>1 t[s1/2] 2. Sni1
fir eint =, t' und Terme § =, §'.

Beweis.  Durch Induktion iiber r =, (Axt’) 5.
Fall n =0, r = Azt und t =, t'. Dann r s,,41 = 751 —wh t[s1/].

Fall n > 0 und

r =y, (Axt')s]...s,_, A

T Sp =y (Axt’)s) ... s,
Nach I.V., s, —>xh t[si/x] so... 8, mit t =, ¢ und s1,...,8,_1 =,
Shy...y 80 _1. Damit r s, Sp41 —>V+Vh tls1/z] s2...Sp41 und § =, §.

Fall
r =, (\at’) § Y & FV(r)
Ay. 1y =, (Azt’) &
(NY-TY) Snt1 —wh T Snp1 —y t[s1/x] 82841 und ¢,§ =, ',
nach I.H.
O

Lemma 4.25 Wenn r =, t # \xt’, dann rs —, r's mit v’ =, t und r’
ist keine Abstraktion.

Beweis. Durch Induktion iiber r =, t.
Fall

r=,t
Ar.re =yt

Es gilt (Az.72)s —wh s —>Vth r’ s mit ' wie gewiinscht nach 1.V.

Dies ist die einzige Moglichkeit fiir r Abstraktion. Falls r keine Abstraktion,
sind wir sofort fertig (wéhle r' = r). O

Lemma 4.26 Wenn t —¢ Azt’, dann ty — t'[y/x].

Beweis. Trivial, durch Induktion iiber ¢ —¢ \zt’. O
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Lemma 4.27 (Aufschiebung einer parallelen n-Reduktion) Wennty, =,
t1 —s t3, dann gibt es ein ty mit tg —s ta = t3.

t) —— 1,
S S
N

to = =5 > 13

Wenn t3 € nfg, dann auch ty € nfg.

Beweis. Durch lexikographische Induktion iiber (t1 —s t3,tg =, t1). Wir
behandeln zuerst n-Kontraktionen an der Wurzel von ty.
t6 =y tq
—2 0= 2 g FV(t
Ar.thx = th Z FV(to)

Nach LV. t{, — t2 =, t3. Wir unterscheiden zwei Fille:

Unterfall to = Ayth. Nach Lemma 4.26 gilt ¢ x —s th[z/y], also tg = Az. [z —
Az. th(x/y] =t =, t3. Wenn t3 € nfg, dann nach LV. auch ¢, € nfg.

s s s s s
Y Y
Ayty = = = > t3 Az. thz/y] ===>13

Unterfall t; ist keine A-Abstraktion. Dann ty = A\x.ty x —s Ax.ty © =, t3. Wenn
ts € nfg, dann nach I.V. auch ¢, und da ¢, keine Abstraktion ist, Az.to x €

nfg.
th ==t Ap. ) 1 ——> 1,
s s — s S
Y v
tgiiyfﬁtg )\.’L‘.tga?:%:?t:;

Es verbleiben nur noch Fille, in denen ¢y selbst kein 7-Redex ist. Wir be-
trachten nun die moglichen Herleitungen von t; — t3.

Fall to = r s, und t; = (Axt’) s § mit n = |s], und

/ ! o !/ !/
r =y (Aat')s’s) ... 8, Sn =>n Sp

d t'[s'/x]8 —s t3
un
TSy =y (Azt’) s’ & (Aat’) s’ & —s t3

Nach Lemma 4.24 tg = r sy, —)V"v’h t[s/x] § fir Terme t, 5,5 =, t', ¢, 5.
Mit dem Substitutionslemma fiir parallele n-Reduktion gilt t} := t[s/x] § =,
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t'[s'/x] § —¢ t3, worauf wir die Induktionshypothese anwenden kénnen.
Wir erhalten ¢5 mit t{ —s to =, t3, und wegen ¢ —>jv'h t} schliesslich
to —s ta =y t3. Wenn t3 € nfg, dann ist nach I.V. auch ¢, € nfg.

Fall
To =>pT1 —s7T3 80 =>n S1 —7s S3

T0So =>n T182 —>s 73853

Nach ILV., rg —s 70 ==, r3 und s9 —s S3 =>, s3, also 1959 —>s
T9 So ==, T3 53. Falls r3 s3 € nfg, dann gilt nach L.V, 73, s5 € nfg. Ausser-
dem ist 73 keine Abstraktion, also gibt es nach Lemma 4.25 ein 7 =, T3
mit 7y s9 —>xh 1} 89, mit Standardisierung somit rg sg —s 5 s2. Da 14
keine Abstraktion ist, aber S-normal, ist 75 so € nfg. Insgesamt rg sg —s
Th So == '3 S3.

Fall
ty =y t] —s 1}
Azt =, Awt] —s Aath

Klar nach I.V.

Der verbleibende Fall + =, x — z ist banal. O
Nun folgt direkt Satz 4.21. Auflerdem:

Korollar 4.28 WNg ist unter n-Ezpansion abgeschlossen.

Satz 4.29 (n-Aufschiebung)

1. (—pU—)* C ——-

2. Wngy Q wng.
Beweis. 1. Aus t; —>’/§n t3 —>s i3 —>:‘7 t3 zeigen wir t1 —s to —>;“7 t3 durch
Induktion iiber ¢; — 3, t3. 2. “C7 folgt aus der starken Normalisierung der

7n-Reduktion, fiir “O” betrachte ¢ —>;§n v € nfg, C wng. Durch Induktion iiber
t —p, v folgt mit dem Korollar ¢ € wng. O

4.4 Ubungen

Ubung 4.30 Betrachten Sie die Erweiterung des \-Kalkiils wm drei Konstanten
Pair, fst und snd und die zusdtzlichen B-Axiome

fst (Pairrs) —g r snd (Pairrs) — g s.

Zeigen Sie, dass n-Aufschiebung nun nicht mehr gilt. [Hinweis: “Schuld” daran
sind “sinnlose” Terme wie fst (Azt).]
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Ubung 4.31 Betrachten Sie die Erweiterung des \-Kalkiils um zwei Konstan-
ten L und R, Paare (r,s) und die zusditzlichen 3-Aziome

(r,s)L—pr (r,s)R—3's
1. Zeigen Sie, dass n-Aufschiebung gilt.

2. Zeigen Sie, dass n-Aufschiebung nicht mehr gilt, wenn wir das Azxiom
(tL, tR) —, t hinzunehmen.
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Kapitel 5

Starke Normalisierung

Definition 5.1 (Maximale Reduktionslinge) Sei M eine Menge und —
eine nicht-reflexive (Reduktions-)Relation auf M.

((t) :=sup{n e N |t —"t' for some t'} € NU {oo}
heifit die maximale Reduktionsldnge von t.

Im Falle von — g schreiben wir auch £3.

Beispiel 5.2 Falls t normal, dann ist £(t) = 0. Ein Objekt t, dass zu sich selbst
reduziert (wie Q im Lambda-Kalkiil), hat mazimale Reduktionslinge oo, denn
fiir alle n € N gibt es die Reduktionsfolge t —™ t, und supN = co.

Ein Term t heisst stark normalisierend, wenn es keine unendliche Redukti-
onsfolge gibt, die mit ¢ beginnt. Positiv formuliert ist jede Reduktionsfolge be-
ginnend mit ¢ endlich. Dies findet in folgender induktiver Definition Ausdruck:

Definition 5.3 (Starke Normalisierung) Die Mengesn,_ C M ist die klein-
ste Menge, die unter der Regel

t' € sn_ fiir allet’ mitt — t'
tEsn__ '

abgeschlossen ist.

Wenn klar ist, welche Relation — gemeint ist, schreiben wir nur sn. Wir schrei-
ben sng im Falle von —3 und sng,, im Falle von —g,,.

Eine Normalform ¢ ist stark normalisierend (sn), weil es kein ¢’ gibt mit
t — ', also ist die Primisse der Regel trivial erfiillt.

Satz 5.4 Sei — endlich verzweigend, d.h. {t' | t — t'} endlich fiir jedes t.
Wenn t € sn, dann ist £(t) = max{1 + £(t)’ | t — ¢'} endlich (also € N).
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Beweis. Durch Induktion iiber ¢ € sn. Wenn ¢t /— dann ist £(¢) = 0 = max ().
Andernfalls seien tq,...,t, mit m > 0 die Ein-Schritt-Redukte von t¢.

Lt) = sup{l+n|t—t; —"t for some i,t'}
1+ sup, sup{n | t; — t' for some t'}
1+ sup; (t;)

Der letzte Schritt benutzt die Endlichkeit von ¢(¢;) nach I.V. a

Beispiel 5.5 Seit — t. Wir zeigen t € sn, was gleichbedeutend ist mit t €
sn = 1, durch Induktion nach t € sn. Es gibt nur den Schrittfall t € sn, in
dem wir L zeigen miissen. Nach 1. V. ist gilt L fiir allet — t'. Da abert — t,
gilt nach L'V. L.

Derselbe Beweis in gebriuchlicher mathematischer Sprache:

Beispiel 5.6 Sei t — t. Dann ist t & sn. Wir zeigen einen Widerspruch
durch Induktion nach t € sn. Es gibt nur den Schrittfall, in dem wir zeigen
miissen, dass t € sn widerspriichlich. Nach I.V. ist t' € sn widerspriichlich fiir
allet — t'. Da aber t — t, ist t € sn widerspriichlich.

5.1 Wohlfundiertheit und Noethersche Indukti-
on

Definition 5.7 (Erreichbarer Teil) Sei M eine Menge und R eine Relation
auf M. Der erreichbare Teil Accg C M ist induktiv definiert durch:

t' € Accy fiir allet’ #t mitt' Rt
t € Accgr

Eine Relation R heisst wohlfundiert oder noethersch, falls Accp = M.

Daraus ergibt sich folgendes Induktionsprinzip: um eine Aussage A(t) fiir t €
Accc zu zeigen, darf man jeweis A(t') fiir alle ¢/ < ¢t voraussetzen.

Beispiel 5.8 Wohlfundierte Relationen auf N sind < (Ordnungstyp w) und die
Teilbarkeitsrelation (Ordnungstyp w + 1, 2.B. Kette 20 | 21 |22 | .- | 0). Sind
zwei Relationen Ry und Ro wohlfundiert, so auch ihr lexikographisches Produkt
Ry ® Rs.

Lemma 5.9 (Kontravarianz) Wenn R C R’, dann Accr C Accg.

Beweis. Wir zeigen t € Accg durch Induktion iiber ¢ € Accg:. Sei t' R t belie-
big, zu zeigen ist ¢’ € Accg. Dies gilt aber nach I.V., da ¢’ R’ t. |
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Lemma 5.10 (Abstieg) Wenn t € Accg und t' R* ¢, dann t' € Accg.

Beweis. Durch Induktion iiber ¢/ R* t. O

Satz 5.11 (Erreichbarer Teil invariant unter Transitivitit) Accyz+ = Accg.

Beweis. Richtung “C” folgt aus Kontravarianz. Fiir die Riickrichtung zeigen
wir ¢ € Accgp+ durch Induktion iiber ¢t € Accg. Seien t”,t' beliebig mit ¢’ R*
t" R t; zu zeigen ist t’ € Accr+. Nach L.V. ist ¢/ € Accp+ also nach dem
Abstiegslemma auch t” € Accpy+. O
Damit konnen wir das Induktionsprinzip verbessern auf: um eine Aussage A(t)
fiir t € Accr zu zeigen, darf man jeweis A(t') fiir alle ' R t voraussetzen. Dies
ist die noethersche oder wohlfundierte Induktion.

5.2 Allgemeine Eigenschaften starker Normali-
sierung

Lemma 5.12 (Newman) Sei — eine lokal konfluente Relation. Wenn to €
sn und tg —* t1 und tg —* ta, dann g¢ibt es ein t3, so dass t1 —* t3 und
to —* t3.

Beweis.  Durch noethersche Induktion iiber ¢ty € sn, und Fallunterscheidung
iiber die Reduktionsfolgen tg —* ¢; und tg —* to.

Fall to =11 = 1o. Dann t3 = to.
Fall tg =t und tg — 1 t9. Dann tg := t.
Fall tg —T t; und tg = to. Dann tg 1= ¢;.

Fall tg — t} —* t; und tg — t —* 5. Dann gibt es aufgrund der lokalen
Konfluenz von — einen Term #{ mit t{ —* ¢, und t;, —* t;. Nach
Induktionsvoraussetzung fiir ¢} gibt es einen Term t{ so dass t; —* t/
und ¢, —* t{, ebenso gibt es einen Term ¢} so dass t; —* t5 und ty —*
t4. SchlieBlich kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf ¢, anwenden
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und erhalten den gesuchten Term t3.

to
t’l. lok.konfl. ‘t’2
* % * *
q g
t LH. Tt LH. s
t 1.H. ) ty
* *

a2

t3

Lemma 5.13 (Subterme von sn-Termen) Sei — eine kongruente (nicht-
reflexive) Reduktions-Relation auf A und sn die Menge der sn Terme bzgl. dieser
Relation.

1. Wenn rs € sn, dann r € sn.
2. Wenn rs € sn, dann s € sn.
3. Wenn Axt € sn, dann t € sn.
4. Wenn t[s/x] € sn, dann t € sn.

Beweis. Wir zeigen 1. durch Induktion iiber s € sn. Dazu nehmen wir an
dass r — r’. Da auch rs — r’ s, gilt nach Induktionshypothese r’ € sn. Da
r’ beliebig war, gilt also auch r € sn. Die anderen Aussagen werden analog
bewiesen. ]
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Lemma 5.14 (Maximale Reduktionsléingen von Teiltermen)
1. U(rs) > £(r)

£(s)

3. L(Axt) > L(1)

Y

2. 4(rs)

5.3 Starke (- und (n-Normalisierung
Lemma 5.15 (Abschlusseigenschaften von sng,)

1. Wenn 5 € sng,, dann x5 € sng,,.

2. Wenn t € sngy,, dann Azt € sng,.

3. Wennt,s,5 € sng, und t[s/z] 5 € sng,, dann (A\xt) s5 € sng,.
Beweis.

1. Wir zeigen durch Induktion iiber § € sng,, dass jedes Redukt von z§
in sng, ist. Sei n := |5]. Der Fall n = 0 ist trivial. Andernfalls, wenn
x§ —py r,dann r = xs1...55 8 Spyo... 8y, mit s —gy, s’ Nun ist
r € sng, nach LV. fiir s51.

2. Analog, durch Induktion iiber ¢t € sng,. Falls Aat — g, Azt’ mit t — 4,
t’, dann Azt’ € sng, nach LV. Andernfalls, ¢t = ¢’z und \z.t'z —, t'.
Da t € sng,, ist auch der Subterm ¢’ € sng,,.

3. Hier geht die Induktion iiber t,s, 5 € sng,. Falls (Axt) s§ —3, r, dann
wurde entweder einer Subterme ¢, s, s reduziert, worauf eine I.V. greift,
oder r = t[s/x]| § € sng, nach Voraussetzung, oder t = t' x mit « ¢ FV(t')
und r = t' s§. Dann ist aber wieder r = ¢[s/z] § € sng, nach Vorausset-
zung.

Bemerkung 5.16 sng hat diesselben Abschlusseigenschaften.

Definition 5.17 (Induktive Charakterisierung starker Normalisierung)

SNNE §e€ SN SNLXI t €SN SNAWHR t[s/z] § € SN s € SN
x5e SN Azt € SN (Axt) s§€ SN

Lemma 5.18 (SN ist korrekt fiir Sn) Wenn t € SN, dann t € sng,,.
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Beweis. Durch Induktion iiber ¢ € SN, unter Benutzung der Abschlusseigen-
schaften von sng,,. ]

Da —3 € — gy, gilt sng, C sng. Also ist SN auch korrekt fiir 8 alleine.

Lemma 5.19 (SN ist vollsténdig) Wenn r € sng, dann gilt r € SN.
Beweis. Durch lexikographische Induktion iiber (h(r € sng), h(r)).

Fall r = Azt. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung ¢ € SN, weil ja h(t €
sng) = h(Azt € sng) und h(t) < h(Azt). Damit Azt € SN nach Regel SN-XI.

Fall r = x 5. Analog mit nach Regel SN-NE.
Fall 7 = (\xt) s § —g r' :=t[s/x] §. Zuerst ist nach Induktionsvoraussetzung

r" € SN, weil h(r" € sng) < h(r € sng). Wieder nach Induktionsvorausset-
zung ist s € SN. Zusammen, mit Regel SN-WHR, r € SN.

Satz 5.20 sng, =sng = SN.

Beweis. SN C sng, € sng C SN. O

5.4 Ubungen

Ubung 5.21 Zeigen Sie: Eine stark normalisierende Relation ist irreflexiv.

Ubung 5.22 Die Relation < auf N sei induktiv definiert durch:

2n—1<2n+1 3n < 2n

Beweisen Sie oder widerlegen Sie die Aussage < ist wohlfundiert.

Ubung 5.23 (Fundiertheit des lexikographischen Produkts) Seien R, Ry
zwei (nicht-reflexive) wohlfundierte Relationen. Zeigen Sie, dass das lexikogra-
phische Produkt R von Ry und Rs wohlfundiert ist. [Hinweis: (a,b) R (a’,b)
gdw. a Ry o' oder a =a' und b Ry V'.]

Ubung 5.24 (Fundiertheit der lexikographischen Ordnung auf Listen)
Sei R eine strikte Ordnung auf einer Menge M. Zeigen Sie, dass die lexi-
kographische Ordnung R* auf M™ wohlfundiert ist. Dabei gilt aqas...a, R*
b1bs ...b, wenn m < n, oder wenn m = n und es ein k < m gibt mit a; = b;
firi < k und ap, R bg.
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Ubung 5.25 (Affiner \-Kalkiil ist s.n.) Der affine \-Kalkiil ist der \-Kalkiil
mit folgender Finschrinkung: Fir jedem Abstraktionsterm Axt darf die gebun-
dene Variable © hichstens einmal in t vorkommen.

Zeigen Sie, dass die -Reduktion im affinen A\-Kalkil stark normalisierend
15t.

Ubung 5.26 (Starke und schwache Normalisierung identisch in A\I) Der
M -Kalkil ist folgende FEinschrinkung des \-Kalkiils: Fiir jedem Abstraktions-
term \xt gilt © € FV(t). Leere Abstraktionen, wie sie z.B. im Term K vorkom-
men, sind im A\ -Kalkil verboten. Der AI-Kalkiil geht auf Church (1941) zuriick,
wurde aber durch die heutige Form des A-Kalkiils, der zur Unterscheidung auch
MK -Kalkiil genannnt wird, verdrdingt.

Zeigen Sie:

1. Sei — eine kongruente Reduktionsrelation. Wenn t[s/x] € sn._ und
x € FV(t), dann s € sn__.

2. Im A -Kalkiil fallen starke und schwache Normalisierung zusammen. [Hin-
weis: Verwenden Sie die induktiven Charakterisierungen WN und SN.]

Ubung 5.27 (SN fiir Paare) Betrachten Sie die Erweiterung des \-Kalkiils
um Paare wie in Ubung /.30, mit dem zusdtzlichen Aziomenschema Pair (fstt) (sndt) —»,
t.

FEin Evaluationskontext ist ein Term mit einem Loch [] in schwacher Kopf-
position, gegeben durch die Grammatik E :=[]| Es|fst E | snd E. Die Einset-
zung von v in das Loch von E bezeichnen wir mit E[r]. Beispiele fiir Evaluati-
onskontexte sind []§ und (fst ([]s))t, keine Evaluationskontezte sind z.B. Ax.|]
und r[].

Fiir den erweiterten Kalkil definieren wir SN wie folgt:

§e SN t € SN r,s € SN
x5 SN Azt € SN Pairr s € SN

Eft[s/z]] € SN s € SN
E[(A\xt) s] € SN

E[r] € SN s €SN E[s] € SN r € SN
E|[fst (Pairrs)] € SN E[snd (Pairrs)] € SN

1. Finden Sie einen stark Bn-normalisierenden Term t mit t ¢ SN. [Hinweis:
Ist notwendigerweise ein “unsinniger” Term./

2. Zeigen Sie: SN C sng,,.
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Kapitel 6

Lambda-Theorien

Definition 6.1 (Gleichung) Fine (geschlossene) Gleichung ist ein Paarr = s
von (geschlossenen) Termen.

Definition 6.2 (\-Theorie) Ist T eine Menge von geschlossenen Termen, so
bezeichne TT den Abschluss von T unter B und den Kompatibilitits- und A qui-
valenzregeln. T ist konsistent, falls T # A° x A° (es also eine geschlossene
Gleichung € T gibt). T ist eine A\-Theorie falls T konsistent und T =TT. Wir
schreiben T &= r = s falls r = s in der Theorie T herleitbar ist.

Die (leere) B-Theorie )T bezeichnen wir mit ), die 8n-Theorie mit 7.

Definition 6.3 (Erweiterung) Mit T + (r = s) bezeichnen wir die Theorie
(TU(r=s)t. Mit Ty ist (TU{Xx.tx=t|te A axgFV(t)})T gemeint.

Wir schreiben T' 7 # s, falls T + (r = s) inkonsistent.
Lemma 6.4 Ist T eine \-Theorie, so gilt Tn=T + (1 =1).

Beweis. Fiir die Hinrichtung geniigt es zu sehen, dass 1 =g, |. Die Riickrich-
tung folgt fiir © & FV(¢) aus Ax.tx =1t =1t =1t. O

6.1 Bohm’s Theorem

Definition 6.5 (Kontext) FEin Kontext ist ein Term mit beliebig vielen Vor-
kommen eines Lochs [].

C == ] Loch
| z|CC'"|.C

Auf Kontexte wird die a-Gleichheit nicht angewendet. Die Finsetzung von t in
das Loch [], die Variablen von t gefangennehmen kann, wir mit C[t] bezeichnet.
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Satz 6.6 (B6hm, 1968) Sind v,v' zwei verschiedene Bn-Normalformen, dann
ist \n Fu 0.

Der Satz folgt aus der Aussage: Sind v, v’ zwei verschiedene S7-Normalformen,
dann gibt es einen Kontext C' mit Cv] =g T und C[v'] =g F.
Ein Herleitungssystem fiir hypothetische Gleichungen.
r=s r=s

r=s: P % )
APP —— SUBST —————F——7— EQ ——r—317,8—3S8
rt=st r[t/z] = s[t/x] R— A A

Wir schreiben r = s 7/ = &/, falls es eine Herleitung

gibt. In diesem Fall konnen wir einen Kontext C(r, s) durch Rekursion iiber die
Herleitung gewinnen, so dass C[r] =g 7’ und C[s] =g s":

APP C(r,s) = C(rt, st)[[]t]
suBsT C(r,s) C(rlt/x], s[t/z])[(Az[])t]
EQ C(r,s) = C(r',s)

Nun erstellen wir schrittweise Herleitungen » = s = T = F, fiir verschiedene
Fiille von Termen r, s mit unterschiedlicher 5n-Normalform.
Leicht unterscheidet man Terme mit unterschiedlichen Variablen im Kopf:

rr=y§
AT/ - SUBST, |Z| = |7
zT)ANT.T/z]| =ys§
EQ (6.1)
T=ys
SUBST, EQ

Tupel und Selektoren kénnen im A-Kalkiil representiert werden. Wir schrei-
ben (t1,...,t,) fir Ax.xt1...t,.

tup” = Azy...Zn. (T1,...,Tp)
proji = Ary1...Tp.T;

Es gilt tup™ ¢y ..., proj; =g t;.
Die Terme AZ. () und Ag. (5) kénnen auch leicht unterschieden werden, wenn
|Z] # |§]. Betrachten wir den Fall <:

MNezx.z7)Zayy = (\oagy.y§) Tax gy (6.2)
xT
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Diese Herleitung kénnen wir mit (6.1) zu T = F ergiinzen.
Ist die gleiche Variable im Kopf, aber auf unterschiedlich viele Argumente
angewendet, konnen wir auch leicht eine Inkonsistenz herleiten. Sei im Folgenden

|F| = |§|, |ﬂ = ‘gl und n = ‘§7s,ﬂ,

r7=x8st

SUBST
(x7)[tup” /2] = (« §'s)[tup" /2] (6.3)

EQ
Myg. (7 y, ) = (5,8, ¢)

Hierin ist s’ = s[tup™/z] und analog fiir 7,5, #. Zur Inkonsistenz kommen wir
mit (6.2).

Diese Herleitung lésst sich direkt erweitern, um die Inkonsistenz von AZ. (7) =
M. (5, 5,) zu zeigen:

\Tr. w7 = \ex.x§st
- APP, EQ (6.4)
st

!

T =z

Wir schreiben r # s fir r=s T =F.

Lemma 6.7 Zusammenfassung.
1. x7F# y§s, fallsx #y.
2. NGL(F) # AG(8), falls |7] # |7,
3. w7 # 3, falls |F] # |3].
4o NEAR) # AZ(), falls |71 # |31,

Simultane Substitution: Ist X eine Menge von Variablen und ¢ € X — A, so
schreiben wir to fiir die simultane Ersetzung von jedem x € X durch o(x) in t.
Mit o[z + t] bezeichnen wir die Substitution ¢’ € (X U{z}) = A mit o’(z) =¢
und o' (y) = o(y) fiir  # y.

Wir schreiben 5o fir sqo0,...,s,0, falls |§] = n. Der Term r 50 bedeutet
dann r (s10) ... (s,0).

Lemma 6.8 (Verallgemeinerung des Bohmschen Satzes) Sind v,v’ zwei
verschiedene [n-Normalformen und X = {x1,...,2x} eine Menge paarweise
verschiedener Variablen. Dann gibt es fiir beliebige, jedoch geniigend grofie und
paarweise verschiedene ny,...,np € N, eine Herleitung von vo # v'o, wobei
o€ X — A mit o(x;) =tup™ firi=1,...,k.

Beweis. Durch Induktion iiber |v| + |[v/|, wobei || die Anzahl der Variablen
und As in ¢ bezeichnet. Also |z| =1, [Axt| =2+ [¢], [t¥] = |¢| + [].
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Fall Beide Terme sind Abstraktionen. Dann 0.B.d.A. v = Azr und v’ = Azs
fir z ¢ X. Trivialerweise gilt auch = ¢ FV(o(x;)) fiir alle z;, da jedes
o(x;) geschlossen .

(Aar)o = (Axs)o

APP
(Ae.ro)x = (A\z.so)x
EQ
ro = so
—I1.H.
T=F

Die I.H. ist anwendbar, da r und s notwendigerweise verschiedene [7-
Normalformen sind und |r| 4 |s| < |v| + [v/].

Fall Nur ein Term ist eine Abstraktion. O.B.d.A. v/ = Azs wobei = ¢ FV(v)
und = € X gew#hlt wird.

vo = (Azs)o

APP
vor = (Az.so)x
EQ
(va)o = so
—I.H

T=F

Der Term s ist normal, und da v normal und keine Abstraktion, ist auch
vz normal. Wére vax = s, dann kann Azs nicht n-normal gewesen sein.
Also sind vz und s zwei verschiedene Sn-Normalformen mit |vz| + |s| =
1+ |v| +1s| < |v] + |Mzs|, die I.H. ist also anwendbar.

In den verbleibenden Féllen sind v und v’ neutral.
e v =z und v = y§mit x,y € X. Falls © # y oder |F] # |5] sind wir
nach Lemma 6.7, angewendet auf vo und v'c, sofort fertig. Andernfalls

gilt r; # s; fir ein 1 < ¢ < p := |F] = |5]. Definiere X’ = X U {z} und
o' € X' = A durch ¢’ = o[z — tup™], wobei n > p.

/

vo =vo
; n /SUBST
vo =v'o
n (7 7 - — - — APP
tup” (r10") ... (rp0”) Ypt1 - - - Yn Proj; = tup™ (s10") ... ($p0") Yp41 - - - Yn Proj;
T‘i(fl = SiO'/
1.H.
T=F

e v =yo;7und v = y§mit y € X. Sei p = |r| und n; > p. Seien z und
Z=2zp+1,...2,, neue Variablen.
!
vo =v'o
APP
VO Zpgl - Zny 2 = U0 Zpt1 ... 2, 2
B i EQ
2ToZ=yS§c %
——— Lemma 6.7

T=F
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e v=yx;7Fund v = x;§mit i # j. Sei n; > p = |F] und n; > ¢ = |5] mit
n; # nj. Seien ¥ = yp11,...,Yn, und Z= 2411, ..., 2,; neue Variablen.
tup™i o = tup™ 5o

EQ
My (To, ) = N\Z.(s0, Z
< __?_ = < ) Lemma 6.7

Das Lemma ist anwendbar, da wegen n; # n; entweder |y] # |Z] or |7] #
151

e v =uy;7und v = x;§. Sei 0.B.d.A. n; > p:=|F] > ¢ :=|5]. Wir wihlen
neue Variablen Z = z411,...,2, und 2’ = zp41,...,2y,. Falls p = ¢, so

gibt es ein j < p mit 7; # s;. Ansonsten sei j = ¢ + 1.

tup™ ro = tup™ 5o
APP

tup™ 7o 2’ proj;t = tup" 5o 22" projj’

EQ

rjo = sjo oder rjo = z; ‘
ILH. oder Lemma 6.7

T=F

Falls rj0 keine A-Abstraktion ist, kénnen wir im Fall rjo = z; direkt mit
Lemma, 6.7 abschlieflen, andernfalls mit der I.H.

Korollar 6.9 Seien v,v zwei verschiedene, geschlossene [Bn-Normalformen,
dann gibt es Terme S mit v§=T und v§=F.

Beweis. Nach dem Lemma gibt es einen Kontext C' = C(v,v') mit Cv] =T
und C[v'] = F. Durch Induktion iiber die Entstehung von C' beweisen wir C[r] =
r § fiir einen geschlossenen Term r.

e APP (C = (C't. Klar nach I.H.
e sUBST C = (AzC’)t. Nach LH. ist C'[r] = r 3§, also C[r] = (Az. C'[r]) t =

-

(Az.r &)t =r[t/x]s.
e EQ C = (C'. Klar nach I.H.

O

Eine Konsequenz aus Bohms Theorem ist, dass man An héchstens um Glei-
chungen zwischen Termen erweitern kann, von denen mindestens einer keine
Normalform hat.

Setzt man in A alle Terme gleich, die keine Kopf-Normalform haben, so
erhélt man die Theorie H. Eben so kann man An zu Hn erweitern. Diese Theo-
rien motivieren sich folgendermaflen: Terme, die keine Kopfnormalform haben,
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divergieren in jedem Kontext C. Daher sind sie durch “Experimente” oder Be-
obachtungen nicht unterscheidbar, und man kann sie identifizieren. Dies l&4sst
sich jedoch nicht auf Terme iibertragen, die nur keine Normalform habe. Sei
t1 = Ytup! und t2 = Y succ, dann gilt:

t1tup! (K(KT)) (KF) = (Az.xty) tupt (K (KT)) (KF)
(Az.zt1) (K (K T)) (KF)

K(KT)t (KF)
KT (KF)
T

totupt (K(KT)) (KF) = (Mfa. f(t2 fa)) tup' (K(KT)) (KF)
= tup' (t2 tup’ (K (KT)) (KF)
= KF (ta tup! (K(KT))
= F

An diesem Beispiel siecht man, dass sich Bohm’s Theorem erweitern ldsst auf Ter-
me, die unterschiedliche Bohm-B&ume besitzen, d.h., unterschiedliche iterierte
Kopf-Normalformen, wobei die jeweiligen Subterme, die keine Kopf-Normalform
besitzen, durch L ersetzt werden.
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Kapitel 7

Einfach-getypter
Lambda-Kalkiil

Engl. simply-typed lambda-calculus (STL).

Definition 7.1 (Einfacher Typ) Sei Ty® eine (hichstens abzihlbare) Menge
von Grundtypen, die wir mit den Metavariablen a, b und o bezeichnen. Die
Menge Ty der einfachen Typen ist gegeben durch die Grammatik.

Ty A, B,C == o Grundtyp
| A—B Funktionstyp

Wir sprechen von “einfachen” Typen, um uns z.B. gegen polymorphe Typen
abzugrenzen.

Der Pfeil assoziiert nach rechts, also A > B—-C=A— (B—C) # (A —
B) — C. Wir schreiben A — B fiir A; — (A3 — --- — (A, — B)...)).

Definition 7.2 (Ordnung) Die Ordnung ord(A) eines Typen ist rekursiv de-
finiert durch:

ord(o) =0
ord(A — B) = max(ord(A)+ 1,0rd(B))

Der Typ einer “normalen” Funktion, z.B. 0 — 0 — o0, hat Ordnung 1, Funktio-
nen hoherer Ordnung haben Typen mit Ordung > 2, z.B., (0 = 0) = 0 — o.

Definition 7.3 (Typisierungskontext) Ein Typisierungskontext T' ist eine
endliche Abbildung aus der Menge der Variablen V in die Menge der Typen
Ty. Der endliche Definitionsbereich von I' wird mit dom(I") bezeichnet. Wir
schreiben T'(z) = A, wenn T der Variable x den Typ A zuweist.
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Definition 7.4 (Kontexterweiterung) MitT',z: A bezeichnen wir die Abbil-
dung T mit

I'z) = A

I"(y) L(y)  fallsy # .

Definition 7.5 (Typisierung/Typzuweisung (engl. type assignment)) Die
Typzuweisung ist eine dreistellige Relation T &+t : A (in mizfiz-Schreibweise)
zwischen einem Kontext T', einem Term t und einem Typ A, induktiv gegeben
durch folgende Regeln:
Iz)=A4 Mz:AFt:B 'Fr:A—> B Pks: A

X
Tre.A4 Yy asp AP I'Frs: B

TY-VAR

Beispiel 7.6 e Flzrx:A— A
o Typherleitung fir Church-Ziffer 1:

TY-VAR TY-VAR
fiA—->B,x:AFf:A— B ffA—>Bz:AFz: A

ftfA—-Bx:AF fx:B
f:A—->BbtFrXe.fr:A— B
FAfz.fe:(A— B)— (A— B)

TY-APP

TY-ABS

TY-ABS

FAfe. f(fz): (A= A) = (A= A)
e Flrz.zz:A—-(A—-B)— B

Flxyz.zzy:A—-B—-(A—-B—-C)—>C

FAx.xz: A for any A.

7.1 Typerhaltung unter Reduktion

Lemma 7.7 (Abschwichung (engl. weakening)) Wenn T F¢:C und x ¢
dom(T), dann T,x: A Ft:C.

Beweis. Durch Induktion iiber die Herleitung von I" ¢ : C. O

Lemma 7.8 (Verstirkung (engl. strengthening)) Wenn I'z: A F ¢t : C
und x € FV(t), dann T Ft: C.

Beweis. Durch Induktion tiber die Typisierungherleitung. ]

Lemma 7.9 (Substitution) Wenn 'z : A =t : C und T F s : A, dann
' -t[s/z]: C.
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Beweis. Durch Induktion iiber I'x: A Ft: C. ]

Lemma 7.10 (Inversion der Typisierung)
1. WennT Fa:C, dann T'(z) =C.
2. WennT F Xat : C, dann gibt es A,BmitC =A — Bundl,z:A+t:B.
3. WennT Frs:C, dann gibt es ein AmitT' Fr: A—C und T Fs: A.

Beweis. Trivial, jeweils durch Fallunterscheidung tiber die Typherleitung. O

Satz 7.11 (Typerhaltung unter Reduktion (subject reduction)) Wenn
F'Et:Cundt —p,t', dannT Ht' : C.

Beweis. Durch Induktion iiber t — g, t.

Fall t = (Axr) s —p t[s/z]. Die Typisierungherleitung von ¢ hat notwendiger-
weise die Gestalt:

Tx:Abkr:C
TY-ABS
FXxer:A—=C 'ks: A
TY-ABS
' (zr)s: C

Mit dem Substitutionslemma ist I' F r[s/z] : C.

Fall t = Ax.rx —, r mit = ¢ FV(r). Hier hat die Typisierungsherleitung von
t die Gestalt:

— TY-VAR
Ix:AFr:A— B Tzx:Akbx: A

I'z:Abrax:B
I'tXe.rx:A— B

TY-APP

TY-ABS

Mit dem Verstérkungslemma folgt I' -r: A — B.

Fall t = Axr —g, Azr’. Nach dem Inversionlemma gilt C = A — B und
I'z:A + r: B. Nach LH. ist auch I';z: A + 7' : B, also mit TY-ABS
schliesslich T' F Azr’ : A — B.

Fall Kongruenzregel fiir Applikation analog.
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7.2 Starke Normalisierung

Ein neutraler Term ist von der Form x s.

Fiir den einfach getypten \-Kalkiil zeigt man schwache Normalisierung sehr
leicht (Girard et al., 1989, Kap. 4): Sei der Variable x der Typ C = A-> B
zugewiesen. Der Grad eines Redexes (Axt) s sei ord(C). Bei der Reduzierung von
(Axt) s konnen neue Redexe entstehen, falls s nicht neutral ist. Diese Redexe
entstehen in den Subtermen von t der Gestalt 7. Da der Typ A; jedes Terms
r; eine kleinere Ordung hat als der Typ A — B von s haben diese neuen Redexe
einen kleineren Grad. Man kann nun das Gewicht eines Terms definieren als das
lexikographische Produkt aus dem hochst vorkommenden Redex-Grad und der
Anzahl jener Redexe. Reduziert man immer einen Redex vom hochsten Grad,
nimmt das Gewicht des Terms bei jedem Schritt ab.

Diesen Beweis erweitern wir nun formal auf starke Normalisierung.

Definition 7.12 (Getypte s.n. terme) Die 3-stelligen Relationen T 1t | C
und I' Ft 1 C sind induktiv gegeben durch die folgenden Regeln:

-r]J]A—>B kst A

TY-SN-VAR e TY-SN-APP T s B
TYSNNEM TY-SN-ABS Lo APttt B
T T Rrt A e I'XttA— B

kst A I'-rs/z]51C

-SN-EXP
YRR ' (Axr)sstC

Lemma 7.13 (Korrektheit)
1. Wenn T Bt ] A, dann ist t neutral und t € SN.
2. WennT' bt 1 A, dann t € SN.

Beweis.  Simultan durch Induktion iiber die Herleitung. |

Lemma 7.14 (Substitution und Applikation) Sei ' s 1 A.

1. Wenn D =T, 2:A Ft] C, dann entweder T' - t[s/x] | C oder ord(C) <
ord(A) und T +t[s/x] 1 C.

2. WennD =T 2:AFt1C, dann T Ft[s/x] 1 C.
3. Wenn DT Ht1A—C,dannT FtsTC.

Beweis.  Simultan, durch Hauptinduktion iiber ord(A) und Nebeninduktion
iiber die Herleitung D. ]
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Satz 7.15 (STL ist s.n.) WennT H¢:C, dann T Ft 1 C.

Beweis. Durch Induktion iiber T' ¢ : C, unter Benutzung des Applikations-
lemmas. O

Korollar 7.16 Jeder einfach getypte Term ist stark Bn-normalisierend.
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7.3 Church-Stil

Sind die Typen aller Variablen in einem Term bekannt, so ist der Typ des Terms
dadurch determiniert. Versieht man also die gebundenen Variablen mit ihrem
Typ, so lasst sich der Typ eines geschlossenen Terms direkt berechnen.

Definition 7.17 (Church-Terme) Der Terme des einfach getypten \-Kalkiils
im Church-Stil sind gegeben durch die Grammatik.

ros,tu=x | A At|rs

Definition 7.18 (Typisierung fiir Church-Terme) Induktiv gegeben durch
folgende Regeln:

YVAR INax)=A YABS I''z:A+-t:B
) I'kz: A ) I'XM:At:A— B
I'+r:A— B I'ks: A
TY-APP

I'trs: B

Im Gegensatz zur Typzuweisung (type assignment) fiir ungetypte Terme ist die
Typisierung fiir Church-Terme eindeutig, d.h., der Typ eines Church-Terms ¢
ist durch die Typen seiner freien Variablen eindeutig bestimmt.

Satz 7.19 (Eindeutigkeit der Typisierung) Wenn I’ ¢ : A und T F ¢ :
B, dann A = B.

Beweis. Durch Induktion tiber I' ¢ : A und Fallunterscheidung iiber I' ¢ :
B. |
Es ist hilfreich, sich zu tiberlegen, wo der Beweis fiir Terme im Curry-Stil fehl-
schlagt.

Wegen der Eindeutigkeit konnen wir eine Funktion angeben, die den Typen
eines Terms in einem Kontext berechnet, und einen Fehlerwert () zuriickgibt,
falls der Term nicht wohlgetypt ist.

Definition 7.20 (Typberechnung) Gegeben ein Typisierungskontext T' und
ein Church-Term t berechnet die Funktion typeOf(T" Ft) den Typ A von t durch
Rekursion diber t. Falls t nicht wohlgetypt ist in T, wird () zuriickgegeben.

typeOF(T' I ) _ { 5‘ wenn T(z) = 4

_ 0 wenn typeOf(I',z: A Ft) =0
typeOf(I" - Az:A.1) = { A — typeOf(T',z: A F t) sonst
B wenn typeOf(T' -r)=A — B
typeOf(T F rs) = und typeOf(I' Fs) = A
0 sonst
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7.4 Getypte Gleichheit

Bn-Gleichheit fiir einfach getypte Term definieren wir als Urteil T' -t = ¢ : C,
gesprochen “in Kontext I' sind ¢ und ¢’ gleich vom Typ C”. Diese 4stellige
Relation ist induktiv gegeben durch die folgenden Regeln. Im Prinzip handelt
es sich um die kleinste Kongruenz iiber den Axiomen fiir 5- und n-Kontraktion.
Allerdings betrachten wir nur wohlgetypte Terme, und die Prémissen der Regeln
stellen sicher, dass wir den Bereich der wohlgetypten Terme nicht verlassen.

z:A+-t:B F'kFs: A 5 'rt:A— B
' (Az:A.t)s=t[s/x]: B Ry FAx:A (tx)=t: A— B

EQ- x & FV(t)

Ie:A-t=t:B
T'FXx:At=X z:At':A— B

EQ-¢

I'Fr=r":A— B I'kFs=s:4

EQ-APP
@ F''Frs=r's:B
sorerL L P80 oy LEt=E:C
Q Tri=t:c ‘"¥Myrv—i.¢
'ty =ty 'ty =t5:
EQ-TRANS 1=t:C 2=1t3:C

Fl—t1:t3:C

Lemma 7.21 (Wohlgetyptheit) Wenn T' F¢t =t : C, dann T F t: C und
rH¢:C.

Beweis. Durch Induktion iiber das Gleichheitsurteil. O

Lemma 7.22 (Strukturelle Regeln)

1. Exzchange: Wenn T,z : A,y : B)T' Ft=t':C, dann T,y : B,x : A,T' I
t=t:C.

2. Weakening: Wenn T =t =1 :C, dannT,z: A Ft=1t":C.
Beweis. Jeweils durch Induktion iiber das Gleichheitsurteil. O

Strengthening ist nicht direkt durch Induktion beweisbar. Die Aussage “Wenn
Tye:A bty =t3:Cund o € FV(¢,t') dann T + ¢ = t3 : C” scheitert an
der Regel fiir Transitivitdt. Die Induktionshypothese ist nicht anwendbar auf
Tx:AFtg=t: Cund I'x: A F to = t3 : C, da x womdglich frei in ¢y
vorkommt. Dies ist der Fall, wenn ¢5 eine S-Expansion von ¢; und t3 ist. Wie
konnen wir strengthening beweisen?
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7.5 Denotationelle Semantik

Wir interpretieren Typen als Mengen und Terme als Bewohner dieser Mengen.
A-Abstraktion wird als mengentheoretische Funktion interpretiert.

Definition 7.23 (Mengentheoretische Funktion) Eine Funktion f : X —
Y is eine Menge von Paaren (z,y) € X XY so dass es fiir jedes x € X genau
einy €Y gibt mit (x,y) € f). Wir schreiben f(x) fiir dieses y. Die Menge aller
Funktionen von X nach Y bezeichnen wir schlicht mit X — Y.

Definition 7.24 (Typinterpretation) Fir jeden Grundtyp o € Ty sei eine
Menge M, gegeben. Die Interpretation [C] eines Typen C definieren wir durch
Rekursion dber C.

[o] = M,
[A— BJ [A] — [B] (mengentheoretischer Funktionsraum)

Definition 7.25 (Umgebung) Seil ein Typisierungskontext. Fine I'-Umgebung
p ist eine Funktion, die jedes x € dom(I") auf ein Element d € [I'(x)] abbildet.
Wir schreiben p € [I].

Definition 7.26 (Umgebungserweiterung) Wenn p € [I'] und d € [A],
dann sei plx — d] € [T, z: A] definiert durch

d fallsx =y

(plx = d))(y) = { p(y) andernfalls.

Definition 7.27 (Denotation) Sei ' Ft: C und p € [I']. Wir definieren die
Bedeutung des Terms t vom Typ C im Kontext I', [I' &t : C], € [C], durch
Rekursion dber t.

[T Fz:C], = px)
[I'FAXx:At:B], = f:[A]—[B]
wobei f(a) = [Dz:AFt:B], g
[T Frs:C], = [Fr:A=C](FFs:A])

wobei A der eindeutig bestimmte Typ von s in I ist.

Diese Definition ist wohlgeformt.

Bemerkung 7.28 Kann man auch [t],, € [C] definieren? Wie miissen wir die
Definition abindern?

Wenn wir von der Denotation [I' ¢ : C] sprechen setzen wir die Wohlge-
typtheit I' - ¢ : C' im Folgenden immer voraus.

Lemma 7.29 (Unabhingigkeit der Denotation von der Kontextstruktur)
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1. (exchange) [I',x:A,y:B,I" +¢:C], = [I'y:B,x:A,I" -t:C] .

2. (weakening und strengthening) Wenn x & FV(t) und a € [A], dann ist
[ z:Abt:Cl = Ft:C],.

Lemma 7.30 (Substitution) SeiI' - s: AundT,z: A -t : C. Dann ist

[T Ftls/z]:C], =T 2:AFt: Cﬂp[IHﬂFFS:AHP]'

Beweis. Durch Induktion iiber I'yx: A Ft: C. O

Satz 7.31 (Korrektheit der getypten Gleichheit) Wenn T' -t =1t : C,
dann [I' =¢:C], =[I' =t : C], fir alle p € [I].

7.6 Allgemeiner Modellbegriff

Definition 7.32 (Applikative Struktur) Eine (getypte) applikative Struk-
tur (A, App) ist ein Paar aus einer Typ-Interpretations-Funktion A[—], die
jedem Typ C eine Menge A[C] zuordnet, und einer Familie von Funktionen
Appt® e AJA — B] x A[A] — A[B] fir A, B € Ty.

Eine applikative Struktur ist extensional, wenn fir alle Typen A, B und fir
alle f,g € AJA — B] gilt: Ya € A[A], App™B(f,a) = App™P(g,a) impliziert
f=g
Guater (?, Ch. 2) bezeichnet eine getypte extensionale applikative Struktur als
pre-frame. Falls aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, um welche applikative

Struktur es sich handelt, schreiben wir schlicht [C] anstatt A[C]. Wir sparen
uns auch manchmal die Typannotation an der Anwendungsfunktion App.

Definition 7.33 (Term-Interpretation und Umgebungsmodell) Sei (A, App)
eine applikative Struktur. Fine I'-Umgebung p ist eine Funktion mit Definiti-
onsbereich dom(T), so dass p(z) € A[L'(z)] fir alle x € dom(T'). Eine Term-
Interpretation ist eine Familie von Funktionen (I' ¢ : C)_- € A[l'] — A[CT,

die folgenden Gleichungen gendigt:

1. T Fa:A),=p)),
2. (T +rs:B),=App (0 Fr:A—B),, (L Fs:A),), und
3. AppA’B((]F FAx:At: A= B)p,a)=(T,2: A Ft:B)jmsa-

Eine applikative Struktur zusammen mit einer Term-Interpretation bezeichnen
wir als Umgebungsmodell. Oft werden wir Typ- und Term-Interpretation mit
denselben semantischen Klammern [—] bezeichnen.

Bei Gunter heisst ein extensionales Umgebungsmodell ein frame.
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Lemma 7.34 (Eindeutigkeit der extensionalen Interpretation) Uber ei-
ner extensionalen applikativen Struktur (A, App) ist die Term-Interpretation
eindeutig bestimmdt.

Beweis. Seien [—]_ und (—)_ zwei Term-Interpretationen. Wir zeigen [I" +
t:C],= (It t:C), durch Induktion {iber I' F¢ : C. ad

Es ist sinnvoll, auch nicht-extensionale Modelle zu betrachten. Dort werden
Funktionen mit unterschiedlicher Implementierung, jedoch gleichen Verhaltens,
nicht notwendigerweise identifiziert. Damit kénnen z.B. Komplexitétsklassen
mitmodelliert werden.

Ubung 7.35 Zeigen Sie: Die Mengentheoretische Interpretation aus dem vori-
gen Abschnitt ist ein extensionales Umgebungsmodell.

Definition 7.36 (Giiltigkeit) Sei A ein Umgebungsmodell. Wir sagen, die
Gleichung I' bt = 1" : C ist giiltig in A falls A[l' -t:C], =A[l' =t :C],
fiir alle p € A[T']. Dies schreiben wir als ' =4t =1t : C oder auch schlicht als
F'et=¢:C.

Satz 7.37 (Korrektheit) Gegeben ein extensionales Umgebungsmodell A. Falls
Frtt=¢t:C,dann T =4t =1t":C.

Beweis.  Wir zeigen zuerst, dass Vertauschung, Abschwichung/Verstirkung,
und Substitution fiir ein extensionales Umgebungsmodell genauso gelten wie
fur das mengentheoretische Modell. Dann zeigen wir die Aussage des Satzes
durch Induktion iiber die Herleitung von I' ¢ =’ : C. In den Fillen n und &
benutzen wir Extensionalitét. m|

Gilt der Satz auch fiir nicht-extensionale Umgebungsmodelle? Nein, nicht im
Allgemeinen. Schon der Beweis der Lemmata fiir Vertauschung, Abschwéchung
und Substitution scheitert im Abstraktions-Fall.

Definition 7.38 (Semi-Extensionalitét) Fin Umgebungsmodell (A, App, [—])
heisst semi-extensional, falls fiir alleT - A x: At Ax:At' : A— B und p € [I]
gilt: [ F Xz At A— B],=[I' F Az: A.t" : A — B], genau dann wenn
[T,z:A Ft:B] j=[Iz:A-t:B] fiir alle a € [A].

plz—a plz—al

Wir verlangen Extensionalitét also nicht fiir alle Werte von Funktionstyp, son-
dern nur fiir die Werte von A-Abstraktionen. Dies ist die £&-Regel in semantischer
Form.

Lemma 7.39 Vertauschung, Abschwdchung und Substitution gelten in semi-
extensionalen Modellen.

Satz 7.40 Sei ' -t =1 : C hergeleitet ohne Verwendung der n-Regel. Dann
T'Eat=1t:C in jedem semi-extensionalen Umgebungsmodell A.
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7.7 Termmodelle

Das einfachste vollstéindige Modell ist das Termmodell: Ein Typ wird durch
die Menge seiner Bewohner modulo 57 modelliert. Mit Termmodellen l4sst sich
elegant die Normalisierung beweisen, d.h. die Existenz einer fn-Normalform fiir
jeden wohlgetypten Term.

7.7.1 Geschlossenes Termmodell

Als Vorbereitung betrachten wir zunéchst den einfacheren Fall des geschlossenen
Termmodells, in dem jeder Typ durch eine Menge von geschlossenen Termen
modulo 7 modelliert wird.

Definition 7.41 (Substitution) Eine Substitution o ist eine endliche Abbil-
dung von Variablen auf Terme. Wir schreiben olx — t] fir die Substitution o’
mit o' (x) =t und o'(y) = o(y) wenn x # y.

Da die Variablen eine Teilmenge der Terme sind, kénnen wir o auch als totale
Funktion von den Variablen in die Terme betrachten, wobei dom(o) := {z |
o(x) # x} endlich sein muss.

Definition 7.42 (Parallele Substitution) Sei o eine Substitution. Wir de-
finieren die parallele Substitution to von o in t durch Rekursion tber t:

xo = o(x) falls x € dom(o)

yo = y falls y & dom(o)

(rs)o = (ro)(so)

(M:A.t)o = Alx:A.toc wobei 0.B.d.A. x & dom(o)

und x &€ FV (o (y)) fir alle y € dom(o)

Definition 7.43 (Typisierung und Gleichheit fiir Substitutionen)
Wir schreiben A F o : T falls A b o(z) : T'(x) fir alle x € dom(T). Analog sei
A Fo=0":T definiert als A - o(x) = o'(z) : T'(z) fiir alle x € dom(T").

Definition 7.44 (Aquivalenzklassen) Sei t ein geschlossener Term vom Typ
A, also -t : A. Dann bezeichne ' = {t' |kt =1+t : A} die (getypte) pn-
Aquivalenzklasse von t.

Sei o eine geschlossene T'-Substitution, d.h., & o : T. Dann bezeichne G- =
{0/ |F o =0T} die fn-Aquivalenzklasse von o.

Definition 7.45 (Geschlossenes Termmodell) Das geschlossene Termmo-
dell Tqy fiir den einfach getypten Lambda-Kalkil ist gegeben durch:

To[C] = {i°|Ft:C}
o] = {EFH—U:F}
%AppA’B(?A%B,EA) — WB
ToIl Ft: Clar = "
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Ubung 7.46 (Wohldefiniertheit von Applikation und Denotation)
Zeigen Sie, dass ToApp™?® € To[A — B] x To[A] = To[B] und To[L +t: C] €
To[I'T — To[C].

Ubung 7.47 (Naiver Versuch eines offenen Termmodells) Sei = {t'|
F't=4¢:C firenT} und T[C] = {ZC | T Ft:C firenT}. Zeigen Sie,
dass die Applikation ’TAppA’B(F,§) =735 nun nicht wohldefiniert ist.

Satz 7.48 Das geschlossene Termmodell ist ein Umgebungsmodell.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass To[I' ¢ : C]_r eine Term-Interpretation
ist.

L [CFa:Al, =75 =o0(z) =0o(z).

2. [T Frs: B, = (rs)o = (ro) (so) = App™P(77,55) = App™ P ([T
A= B];, [I' Fs: A];).

3. App®B(I0 F Az:At: A — B];,5) = (\z:A.t)o5 = (A\x:A.to)s =
tolx— s] =[I,x:A+t: B] =[I'z:AFt:B];

olxrs) [z—3]"

O

Das geschlossene Termmodell ist nicht extensional. Da wir keine Konstan-
ten haben, gibt es keinen Bewohner eines Grundtyps im leeren Kontext, also
To[o] _0. Damit gilt also trivialerweise 7ToApp([Az:0. Ay:0.2] ,,a) = ToApp([Az:
O.Ayzo.y]]wa), aber ﬂ)\xzo.)\yzo.w]]p % ﬂ)\xzo.)\yzo.y]]p weil ja Jf Ax:o. Ay
0.T = AX:0.\Y:0.Y :0— 0 — 0.

7.7.2 Offenes Termmodell

Sei I'*° ein unendlicher Kontext xg: Ag,z1: A1, ..., so dass jede Variable genau
einmal darin vorkommt, aber jeder Typ unendlich vielen Variablen zugeordnet
ist. Wir interpretieren nun Terme I' F ¢ : A, wobei I' C I'*® eine endliche
Teilmenge von I'*° ist. Damit sind die Typen der freien Variablen festgelegt,
und damit ist die Applikation von Termen vertriglich, d.h. 'y - r: A — B
und I's F s : A implizieren die Existenz eines Kontexts I'3 mit I's - rs : B.
DaT'{,I's C I'*® kénnen wir z.B. I's = I'y UT'y wahlen. Dieser Trick erlaubt uns
eine einfache Definition des offenen Termmodells.
Zuerst erweitern wir den Begriff der getypten Sn-Aquivalenzklasse.

Definition 7.49 (Aquivalenzklassen) Sei ' &t : A fiir ein T C T°. Dann
bezeichne T+ = {'|FT Ft =1t :AfiremI' C I'*°} die (getypte) Bn-
Aquivalenzklasse von t.

Sei o eine geschlossene T'-Substitution, d.h., dom(o) = dom(T") und es gibt
A CT*® mit A+ o(x): I'(x) fir alle © im Definitionsbereich. Dann bezeichne
7' = {0 |F Ao(x) = o'(x) : T(z) fiir ein A’} die Bn-Aquivalenzklasse von o.
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Definition 7.50 (Geschlossenes Termmodell) Das geschlossene Termmo-
dell T fiir den einfach getypten Lambda-Kalkiil ist gegeben durch:

TIC] = {EC\FI—t:C’fdremFCFOO}
TAppA’B(?A%B,EA) — WB
TIC bt Clar = "

Lemma 7.51 Das offene Termmodell ist ein Umgebungsmodell.

Beweis.  Wie beim geschlossenen Termmodell. O

Lemma 7.52 Das offene Termmodell ist extensional.

Beweis.  Seien ,t' € T[A — B]. Dann gibt es ' C T mit I' -¢,¢' : A — B.
Sei x & FV(¢,t') mit z: A € T'*°. So ein z existiert, da wir zu jedem Typ A un-
endlich viele Variablen in I'*® haben. Es ist T € T[A], und nach Voraussetzung
sei TApp(t,Z) = TApp(t/,T), also auch I',x: A Ftz =tz : B. Mit £ und 7 gilt
nmnl Ft=¢:A— B, alsot =t. O

Satz 7.53 (Vollstindigkeit des offenen Termmodells) Seil’ C I'™°. Wenn
TeErt=t:C,dann T Ft=1t:C.

Beweis. Die Identitétssubstitution og(z) = z hat die Typisierung I' + ¢ : T
fiir jedes I'. Ausserdem gilt T[I" I ¢ : O] =tog =1 fiir alle I' - ¢ : C, insofern
I' € I'*°. Da nach Annahme die Gleichung ¢ = ' in 7 giiltig ist, also insbeson-

dere T[I' Ft: Ol =TI Ft': CJl, gilt =7 und damit T Ft=¢': C. O

7.7.3 Schwache Normalisierung

Eine interessante Anwendung von Termmodellen ist Normalisierung. Im folgen-
den zeigen wir, dass jeder wohlgetypte Term eine [Sn-Normalform hat.

Definition 7.54 FEin einfach getypter B-normaler Term t ist n-lang, falls jede
wohlgetypte n-Ezpansion von t die S-Normalitdt zerstirt.

Beispiel 7.55
1. x: 0 — o ist nicht n-lang, kann zu A\y:o.xy expandiert werden.

2. \y:o.xy : 0o — o ist n-lang, da die einzig wohlgetypte n-Erpansion Ay :
0.(Az:0.x )y einen B-Redex besitzt.

3 Ay:0 — o.xy : (0 — o) — o ist nicht n-lang, aber seine Ezpansion
Ay:o = o.x(Az:0.y2).
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Definition 7.56 (Induktive Definition der Sn-Normalformen) Wir defi-
nieren induktiv die beiden Urteile T' =t ff A, “im Kontext T ist t eine lange
Bn-Normalform vom Typ A”, und T Ft | A, “im Kontext T ist t eine neutrale
lange Bn-Normalform vom Typ A”.

r-ryA—_B ks A
'z |I'(x) F''krsiB

F'kFtlo Fz:AFtf B
'tho XAt A— B

Wir setzen Nf* = {t | D F ¢ f A fir ein T € T} und Ne* = {t | T ¢ |
A fiir ein T’ C T*°}.

Es gilt Nf° = Ne? fiir Grundtypen o.

Definition 7.57 (Substruktur fiir Normalisierung) Wir definieren

N o] = {teT[o]|teNe}
N[A— B] = {FeT[A— B]|TApp(T,s) € N[B] fir alle s € N[A]}

Trivialerweise folgt aus der Definition die Wohldefiniertheit von TApp € N A —
B] x NTA] — N[B] auf der Substruktur .

Lemma 7.58 Ne® C N[C] C NFE fiir alle Typen C.

Beweis. Durch Induktion iiber C'. Im Fall C' = o gilt das schon nach Definition.
SeiC=A— Bundr € Ne*?Z. Um 7 ¢ N[A — B] zu zeigen, nehmen wir
ein beliebiges 5 € N[A] und folgern TApp(7,5) € N[B]. Nach LH. fiir A ist
s € Nf*, damit rs € Ne®, und wir haben 75 € N[B] mach LH. fiir B.

Sei nun 7 € N[A — B]. Damit ist ' 7 : A — B fiir ein I' C I'*°. Sei nun
r € FV(r)mit z: A €T, dannist I',z: A -2 | A und T € N[A] nach L.H.
fiir A. Also ist TApp(7,%) € N[B] nach LH. fir B, was T,z: A +Ft=rx: B
impliziert fiir ein ',z : A F ¢t { B. Weiter gilt mit £ und n die Gleichung
I'FX:At=r:A— Bund wir haben I' F Ax: A.t A — B. Damit ist
schliesslich 7 = Az: A.t € NfA7E, O

Lemma 7.59 (Wohldefiniertheit der Interpretation) 7[I' Ft: C] € N[T] —
NC].

Beweis. Durch Induktion iiber I' = ¢ : C.
Fall T[T 2 :T(x)], =7 (xz) e N[I'(z)], da 5 € NIT.

Fall T[T Frs: B, = TApp™B(T[T Fr: A — B]_, T[T Fs: A].) € N[B]
unter Verwendung der L.H. fiir  und s.
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Fall Um T[T F Az:A.t: A — B], € N[A — B] zu zeigen, wihle 5 € N[A]
beliebig und zeige TApp™”(T[I' F Az: A.t : A — B]_,5) € N[B]. Weil

o' :=olx 3| € [[,z:A], gilt nach LH. T[[,z: A kt: V] € N[B].
Wir sind fertig, da 7 ein Umgebungsmodell ist.

O
Im Beweis haben wir nur verwendet, dass T[I' + ¢ : C] die Gleichungen fiir
ein Umgebungsmodell erfiillt. In Teil ?? werden wir das Lemma auf beliebige
Umgebungsmodelle verallgemeinern.

Satz 7.60 Jeder wohlgetypte Term hat eine lange Bn-Normalform.

Beweis.  Fiir die Identitétssubstitution oo(z) = z gilt T[T ¢ : A =1, also
git ' Ft=r:AfireinI' Fr{ A nach dem vorigen Lemma. O
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7.8 Logische Relationen und Vollstindigkeit des
Standardmodells

7.8.1 Logische Pridikate und Relationen

Definition 7.61 (Logisches Pridikat) Sei A eine applikative Struktur. Ein
logisches Pridikat P ist eine Familie P[C] C A[C], so dass

f € P[A — B] gdw. AApp™P(f,a) € P[B] fir alle a € P[A].
Beispiel 7.62 N aus Def. 7.57 ist ein logisches Pridikat.

Lemma 7.63 (Basislemma fiir logische Pridikate) Sei A ein Umgebungs-
modell und P ein logisches Pridikat auf A. Dann gilt A[I' Ft:C] € P[I'] —
PIC].

Beweis. Dies ist die Verallgemeinerung von Lemma 7.59, Beweis analog durch
Induktion iiber I' +¢: C. ]

Definition 7.64 (Produktstruktur) Seien A, B applikative Strukturen. Die
Produktstruktur A x B ist punktweise definiert, also

(A x B)[C] — A[C] % BIC]
(A X B)App((f7 9)7 (a” b)) = (-AApp(f7 a)aBApp(gab))'

Ebenso bilden wir das Produkt von Umgebungsmodellen A, B durch die Setzun-
gen

AxB)[L'Ft:C], = (Al Ft:C], . B[I't:C],),

wobei py € A[T'] und pa € B[I'] eindeutig bestimmt sind durch p(x) = (p1(z), p2(x))
fiir alle x € dom(T").

Leicht sieht man, dass das Produkt von Umgebungsmodellen wieder ein Um-
gebungsmodell ist. Dabei beachte man, dass (A x B)[I'] = {p | p(z) € (A x
B)[T'(x)] fiir alle € dom(T")}.

Definition 7.65 (Logische Relation) Eine (bindre) logische Relation R auf
applikativen Strukturen A und B ist eine logisches Praidikat auf der Produkt-
struktur A x B.

7.8.2 Vollstiandigkeit des Standardmodells

Ein Modell ist vollsténdig, wenn jede Gleichung, die im Modell gilt, auch herleit-
bar ist. Ein endliches Modell, also in dem die Basistypen durch endliche Mengen
interpretiert werden, ist nicht vollstindig. Setzen wir z.B. [o] = {0, 1}, dann gilt
[A:io—=o0Xx:o. f(f(fz))] = [ :0— o Ax:o. fz], dh. die Sequenz der
Church-Ziffern kollabiert.
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Interpretieren wir jeden Grundtyp als unendliche Menge, dann haben wir
(mehr als) genug Elemente, um [S7n-verschiedene A-Terme auseinander zu hal-
ten. Mit dem vollen Funktionsraum des Standardmodells ist dann o — o] schon
iiberabzéhlbar, es gibt aber nur abzéhlbar viele A-Terme. Wir sondern die Ele-
mente heraus, die Termen entsprechen, in dem wir eine partielle Surjektion von
dem Standardmodell in das Termmodell konstruieren.

Definition 7.66 (Partielle Surjektion) Fine Relation R C SxT heisst par-
tielle Surjektion von S nach T, falls R eine surjektive partielle Funktion ist, d.h.

1. R(a,b) und R(a,b’) implizieren b =1V, und
2. fiir jedes b € B gibt es ein a € A mit R(a,b).

Lemma 7.67 Ist R eine partielle Surjektion von S nach T, so existiert ein
Isomorphismus ¢ : S’ <+ T fiir eine Teilmenge S’ C S.

Beweis.  Wir verwenden das Auswahlaxiom. Da R surjektiv ist, gibt es zu
jedem b € T eine nichtleere Menge {a € S | (a,b) € R}. Es gibt nach dem
Auswahlaxiom also eine Funktion ¢=1 : T — S, so dass (¢~1(b),b) € R fiir alle
b€ T. Sei S’ das Bild von ¢~ 1. Da R eine partielle Funktion ist, ist ¢! injektiv
und besitzt eine Umkehrung ¢ : S" — T. O

Lemma 7.68 (Vererbung der Vollstidndigkeit) Seien A, B Umgebungsmo-
delle und R C A x B eine logische Relation von partiellen Surjektionen R[C] C
A[C] x B[C].

1. FallsT =qat=t:C, dann T Ept=1¢:C.
2. Ist B wvollstindig, so auch A.

Beweis. 1. Sei pp € B[I']. Da R eine Surjektion ist, gibt es ein p4 € .A[[F]] mit
R[I](p.a; ps). Nach Annahme ist A[I' =¢:C], = A[l' ¢ : C],, = a. Sei
b:=B[l'+t:C],, und b :=B[I' -t :C], . Nach dem Basislemma fiir logi-
sche Relationen gllt R[C](a,b) und R[C](a,t’) und wegen der Funktionalitéit

von R schliesslich b =¥'.
2. folgt sofort aus 1. O

Satz 7.69 (Vollstiindigkeit des Standardmodells) Falls M[o] mindestens
abzihlbar unendlich fir allen Grundtypen o und M[A — B] = M[A] — M[B]
der volle klassische Funktionsraum ist, dann ist M vollstindig.

Beweis. Seil' Epmt =t : C und '™ D T ein unendlicher Kontext wie in
Teil 7.7.2. Wir konstruieren durch Induktion iiber C eine logische Relation R
zwischen dem Standardmodell M und dem offenen Termmodell 7T iiber I'*°.
Fiir jeden Grundtypen o sei R[o] eine beliebige partielle Surjektion von
M o] nach T[o]. Diese existiert aus Kardinalitdtserwiigungen, da MJo] eine
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isomorphe Kopie von N enthélt und es eine Surjektion N — 7{o] gibt, z.B. eine
Aufzihlung aller Terme.

Im Fall C = A — B existieren nach Induktionsvoraussetzung partielle Sur-
jektionen R[A] und R[B] und nach Lemma 7.67 die zugehorigen Isormor-
phismen ¢4 und ¢p. Wir “konstruieren” nun zu jedem r € T[A — B] ein
fr € M[A — B] mittels

fi(a) = o5 (TApp™ P (r, pa(a))) falls a € dom(pa)
" irgendein b € M[B] andernfalls.

Die Relation R[A — B] = {(fr,r) | r € T[A — B]} ist surjektiv. Ist nun
fr = fr also insbesondere f,.(a) = f.(a) fir alle a € dom(¢4), so folgt auch
TApp(r,da(a)) = TApp(r',pa(a)), und weil das Bild von ¢4 ganz T[A] ist,
mit Extensionalitidt auch r = 7’. Die Relation R[A — B] ist damit auch eine
partielle Funktion. O

Der Beweis verwendet keine besonderen Eigenschaften des Termmodells, aus-

ser Extensionalitdt, und dass die Interpretationen Basistypen abzihlbare Men-
gen sind.
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Kapitel 8

Modelle des getypten
Lambda-Kalkiils

TODO: Mengentheoretische Interpretation einfacher mit getypten Konstanten
Pairap ....
Ein Modell besteht aus

1. einer Interpretation (Menge) [A] fiir jeden Typen A € Ty,

2. einer Interpretation [t] , fiir jeden wohlgetypten Term ¢, wobei p eine In-
terpretation (Belegung) der freien Variablen von ¢ liefert,

3. einem Gleichheitsbegriff auf D O (J 4, [A.-
Wiinschenswerte Eigenschaften:

1. Die Interpretation eines Terms ist durch die Interpretation seiner freien
Variablen eindeutig bestimmt: Die Interpretation [t] p héngt nur von der
Belegung p(x) der in ¢ freien Variablen x ab.

2. Die Interpretation wohlgetypter Terme ist wohldefiniert: Ist T' F ¢ : A und
p(z) € [I'(2)] fiir alle z € FV(t), dann [t] , € [A].

3. Gleiche Terme haben gleiche Interpretation: Sind ¢ und t' von gleichen
Typ und ist ¢ =g, t', dann gilt [¢], = [¢'] .
Beispiele von Modellen:

1. Maschinenprogramme. Die Interpretation ist dann Compilation. Die Gleich-
heit ist dann beobachtbare Gleichheit.

2. Berechenbare Funktionen. Z.B. Turing-Programme oder partiell rekursive
Funktionen auf den natiirlichen Zahlen.

3. Geschlossene A-Terme.
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4. Stark normalisierende Terme.
5. Terme modulo =g oder =g,,.
6. Mengentheoretische Funktionen.

7. Domaintheoretische Funktionen.

8.1 Modellbegriff fiir STL

Einfach getypter A\-Kalkiil mit Konstanten.

c pair | fst | snd | inl | inr | case
rys,t = cl|lx| x| rs

Die Konstanten haben folgenden Typ fiir alle A, B, C.
pair : A—>B—>AxB

fst : AxB— A
snd : AxB—B
inl : A A+ B
inr : B—-A+B

case : A+B—-(A—>C)—»(B—=C)—=C

Fiir jeden einfachen Typen A € Ty nehmen wir eine Menge [A], auerdem
eine Menge D. Wir nehmen folgende Funktionen an:

App € DxD—=D

Ausserdem sei [[c] € D fiir jede Konstante c.

Wir schreiben d € M — f(d) fiir die Funktion g € M — D mit g(d) = f(d).
Fiir eine Umgebung p € V — D, eine Variable x und ein Element d € D setzen
wir plz — d] fir die Umgebung p’ mit p'(x) = d und p'(y) = p(y) fir y # .

Fiir einen Term t und eine Umgebung p € V — D definieren wir die Inter-
pretation [t] , durch Rekursion iiber ¢.

[, = [

[z], = p(z)
[rsl, = App([rl,.[s],)
[[AxAtﬂp = [[)\a:At’]]p, falls [t] jpsq) = [t'] yrjgrsq fiir alle d € D

Lemma 8.1 Wenn p(z) = p'(z) fir alle z € FV(t), dann [t], =[], .

Beweis. Durch Induktion iiber t. O

Lemma 8.2 (Substitution) [t[s/z]], = [[tﬂp[xHM -

Beweis. Durch Induktion iiber ¢. O
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8.2 Wohldefiniertheit der Interpretation

Sei p € [I'] definiert als p(x) € [A] fiir alle (z:A) €T
Fiir alle Typen A, B, C gelte [A] C D und

[[/\xAt]]p € [A—B] falls [t],, g € [B] fir alle d € [A]
App(f,d) € [B] falls f € [A — B] und d € [A]

[c] e [C] falls ¢: C

Satz 8.3 Wenn T ¢ :C und p € [I'], dann [t], € [C].
Beweis. Durch Induktion tiber I' H¢: C. O

8.2.1 Korrektheit von (7

Definiere folgende Operationen auf D.

Pair(d, e) = App(App([pair],d),e)

Fst(d) = App([fst],d)

Snd(d) = App([snd],d)

Inl(d) = App([inl], d)

Inr(d) = App([inr], d)

Case(d, f,g) = App(App(App([case],d), f),g)

Fiir alle Typen A, B,C und alle d € [A], e € [B], f € [A — C] und
g € [B — C] sollen folgende Gesetze gelten.

App(ﬂAxAtﬂp,d) = [t],jpsq fiir alle d € [4]

Fst(Pair(d, e))
Snd(Pair(d, e)) e
Case(Inl(d), f,g) = f(d)
Case(Inr(e), f,9) = gle)

Satz 8.4 WennT Ft,t':C undt =g, t und p €T, dann [t]p = [t']p.

8.3 Mengentheoretische Interpretation

Die Interpretation [[a]] der Grundtypen a sei vorgegeben.

[A— B] = [A]—[B]
[AxB] = [Alx[B]
[A+B] = {(0,d),(1,e)|de[A],e € [B]}
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Sei L ein ausgezeichnetes Element und D = { L}Wl4 , .1, [A]. Fiir eine Funktion

€

f:D — Eund [A] C D, [B] C E schreiben wir f € [A] — [B] falls (d) € [B]
fiir alle d € [A4].

[Aat], Lam®(d € [A] = [t] )

Lam” ([A] - D) — D

LamA(f) { j”_ iaolrllztes B gibt mit f € [A] — [B]
App DxD—D

App(f, d) { j“_(d) iilrllsstdeﬁmert

[pair] UAﬁB[[A—>B—>A><B]]

[pair](d)(e) (d,e)

[fst] UA’B[[A x B — A]

[fst](d, e) d

[snd] UA,B[[A x B — BJ

[snd](d, e) e

[inl] Uapld — A+ B]

[inl](d) (0,d)

[inI] UaplB — A+ B]

linr](e) (1e)

[case] UapclA+B—=(A—=C)— (B—C)—C]

[case](0.d)(f)(g) = F(d)
[casel(L.e)(F)(g) = a(e)

Die ¢-Regel gilt fiir [Az21] e
Fiir alle Typen A, B, C gilt

Lam? e ([A] = [B]) — [A — B]
App € [A— B]x[A] — [B]

[l € [] falls c¢: C

8.4 Bereichstheoretische Interpretation

Im A-Kalkiil mit Fixpunkten gibt es nicht-terminierende Berechnungen, die mit
1 modelliert werden sollen. Eine partielle Funktion f : D — E kann als totale
Funktion f': D — E, verstanden werden wobei f'(d) = L gdw. f(d) undefi-
niert. Zwischen partiellen Funktionen gibt es eine natiirliche partielle Ordnung.
Wir kénnen sagen g ist mehr definiert als f, in Zeichen f C g, falls g(d) # L
impliziert, dass f(d) = g(d). Die total undefinierte Funktion kénnen wir mit L
identifizieren, also L. C f. Damit haben wir eine partielle Ordnung mit kleinstem
Element.
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Nun gibt es auch Funktionen hoherer Ordnung, z.B. f: (D — E) — (D —
E). Definitions- und Wertebereich dieser Funktion sind partielle Ordnungen. Es
bietet sich also an, gleich jeden Bereich (domain) als partielle Ordnung anzu-
nehmen. Grundtypen wie N kénnen dabei als diskrete Ordnungen angenommen
werden, d.h. n C n/ gdw. n = n’. Ist das Ergebnis einer partiellen Funktion eine
natiirliche Zahl, so kann N; = {L} UN als Wertebereich genommen werden,
mit der flachen Ordnung n En' gdw. n = 1 oder n =n'.

Jede Funktion ist monoton, d.h. d C d' impliziert f(d) C f(d'), denn es ist
klar, dass das Ergebnis einer Funktion nicht weniger definiert sein kann, wenn
das Argument mehr definiert ist. Man kann ja keine Funktion implementie-
ren, die nicht terminiert, wenn die Berechnung ihres Argument terminiert, aber
terminiert, wenn die Berechnung ihres Argumentes nicht terminiert (Haltepro-
blem!).

Die Semantik einer rekursiven Funktion f = F(f), oder allgemeiner, eines
Fixpunktes fix F', gewinnt man durch Approzimation. Man beginnt mit einer
ersten Niherung fo = L. Die zweite Niherung f1 = F(fy) ist trivialerweise
nicht schlechter als die erste, also fo = f1. Die dritte Niherung fo = F(f;) ist
wieder mindestens so definiert wie die zweite, fi T fo, weil F' monoton ist. Treibt
man das Spiel weiter, erhélt man eine aufsteigende Kette fo C f1 T fo C ....
Wird sie stationédr, d.h. f; = f;41 fiir ein f;, so ist der Fixpunkt erreicht. Nicht
jede Kette wird jedoch stationér. Betrachten wir eine Kette von Funktionen
fi : N = N, wobei die i-te Funktion genau fiir die Zahlen < ¢ definiert ist, z.B.
fi(j) =g falls j < iund f;(j) = L sonst. Nun gilt fo C f1 C fo C ..., die Kette
wird jedoch nicht stationér. Trotzdem konvergiert die Kette, und zwar gegen
die totale Identitdtsfunktion f auf den natiirlichen Zahlen. Diese Funktion f
entsteht als Fixpunkt des Funktionals F(f)(n) = 0fallsn = 0und = 1+ f(n—1)
sonst. Damit solche Fixpunkte existieren, verlangen wir, dass jeder Bereich D
Limiten fiir aufsteigende Ketten enthélt, also f,, := | |;cy fi € D falls f; C fiiq
fur alle ¢« € N. Dies ist jedoch nur eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Fixpunktes. Die Kette konnte sich ja transfinit fortsetzen: L C F(L) C
F(F(L)...C f, C F(f,) C F(F(f,)) E ... Deswegen fordern wir noch
F(f,) = f., was sich allgemeiner schreiben ldsst als F/(| ;o fi) = [icn #(fi)s
also F' erhélt Limiten von aufsteigenden Ketten. Zusammengefasst existieren
in Bereichen also Fixpunkte von monotonen, Limes-erhaltenden Funktionalen
(oder Funktionen) F'. Solche F's nennen wir stetig.

Im Folgenden zeigen wir, dass Bereiche ein Modell des einfach getypten A-
Kalkiils sind. Insbesondere miissen wir zeigen, dass alle Operationen, wie Ab-
straktion, Application etc. stetig sind.

Definition 8.5 (POSET, CPO, PCPO) FEine partielle Ordnung (partial or-
dered set, POSET) ist eine Menge D mit einer reflexiven, transitiven und anti-
symmetrischen Relation Cp C D x D. Fine partielle Ordnung heisst vollstandig
(complete partial order, CPO, falls fiir jede Kette dy C d1 C ... C d; C d;4 C

. ein Supremum | |;cdi € D existiert. Eine partielle Ordnung mit kleinstem
Element (pointed CPO, PCPO) hat ein eindeutiges Element L mit L T d fiir
alle d € D.
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Definition 8.6 (Strikte Funktion) Seien D,E PCPOs. Eine Funktion f :
D — F heisst strikt, falls f(Lp) = Lg.

8.4.1 Konstruktion von Bereichen

Diskrete CPO Ist M eine Menge, dann auch eine CPO mit der diskreten
Ordnung d Epy d’ gdw. d = d'.

Lifting Ist D eine CPO und L & D, so ist D eine PCPO mit d Cp, d' gdw.
d= 1L oderdCpd.

Unlifting Ist D eine PCPO, dann ist D¥ = D \ {1} eine CPO mit d Cp, d’
gdw. dCp d'.

Kartesisches Produkt Sind D, E CPOs, so ist Dx E eine CPO mit (d,e) Cpxg
(d',e') gdw. d Cp d’ und e Cg €'. Paarbildung ist nicht-strikt.

Smash Product Sind D, E PCPOs, so ist D ® E = (D¥ x E¥) | eine PCPO.
Paarbildung und Projektionen sind strikt.

Disjunkte Summe Sind D; CPOs fiiri € I, soist D = ), ; D; eine CPO mit
(i,d) Cp (¢/,d’) gdw. i =i’ und d Cp, d'. Injektionen sind nicht strikt.

Coalesced Sum Sind D; PCPOs fiir i € I, so ist @,.; Di = (D ;¢ DY), eine
PCPO. Injektionen und Fallunterscheidung sind strikt.

Funktionsraum Ist D eine Menge und E eine PCPO, dann ist der Raum
D — FE der Funktionen von D nach E eine PCPO. Die Ordnung ist
punktweise, d.h., f Cp_,g f' gdw. f(d) Cg f'(d’) fiir alle d Cp d’'. Damit
ist L p_,g die Funktion konstant | g. Wir definieren das Supremum auch
punktweise, d.h. (| |i € Nf;)(d) = | ]i € N(f;(d)). Da E vollstéindig ist,
gilt das auch fir D — E.

Stetige Funktionen Ist D eine CPO und F eine PCPO, dann ist der Raum
[D — E] der stetigen Funktionen von D nach E eine PCPO. Ordnung und
Supremum sind definiert wie beim normalen Funktionsraum. Es bleibt zu
zeigen, dass das Supremum einer Kette stetiger Funktionen wieder stetig
ist.

Stetige strikte Funktionen Sind D, E PCPOs, dann ist der Raum [D — E]
der stetigen, strikten Funktionen eine PCPO.

Abhingige Funktionen Sind D; PCPOs fiir i € I, so ist [[,c; Di = {f |

f (@) € D;} eine PCPO. Ordnung und Supremum sind punktweise definiert,
und die Funktion f(i) = Lp, ist das kleinste Element.
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8.4.2 Operationen in Bereichen

Let D, E, F be PCPOs. We define the following functions:

pairp g : [D—=[F—D®E]|]

pairp g (L) = 1

pairp g(d)(L1) = 1 falls d # L
pairp, ;(d)(e) = (d,e) falls d,e # L
fstp,g : [DeE—= D]

fStD’E(J_) = 1

fStD)E(d, 6) = d

sndp, g : [D®E— E]

SndpyE(J_) = 1

sndp g(d, e) = e

inlp g . [D—> D& E]

inlD,E(J_) = 1

inlD,E(d) = (O7 d)

inrp g : [E—> Do E|

inrp g(L) = 1

inrp g(e) = (l,e)

casep g F : [D®E—=|[D— F]=|[EF— F]— F]]
casep g (L) = 1

casep, (0, d)(F)g) = f(d)

casep . r(1,€)(f)(9) = g(e)

Lemma 8.7 Diese Funktionen sind wohldefiniert, insbesondere, stetig.

Iteration von Funktionen. Ist f € D — D, so definieren wir die n-te Iterierte
f™ von f wie folgt:
fold)y = d
frHid) = f(fM(d)

Lemma 8.8 (Eigenschaften der Iteration)
1. (Stetigkeit der Iterierten:) Wenn f € [D — D], dann f™ € [D — D].

2. (Monotonie der Iteration:) Sind f,g € D — D monoton und f C g, dann
f"Egm.

3. (Iteration erhdilt Suprema:) Sind f; € [D — D] firi e N und fo C f1 C
ooy dann (L, f)" =L, f7
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Beweis.  Jeweils durch Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 0 ist
immer trivial. Wir zeigen jeweils den Induktionsschritt.

1. Sei d C d'. Dann f"ti(d) = f(f*(d)) T f(f*(d)) = f(d’) mit
Ind.hyp. und Monotonie von f. Dass f™ Suprema erhélt, ist gleichermafien
einfach.

2. Fiir bel. d, f*™(d) = f(f*(d)) C f(g"(d)) C ¢g"*'(d) mit Ind.hyp.,
Monotonie von f und f C g.

3. Da Iteration monoton, gilt f/"*" C (L, f;)"™", und damit | ], f**" C
(L; fi)"™ . Die Riickrichtung ist etwas schwieriger.

(L; f)" () Ll fi((LJ; fi)™ ()
= U filll; f”() )
)

L, fi(f(d
I_lz J fmax(z,]
L, frt(d)

Hier haben wir benutzt, dass die f; eine Kette bilden.

d
)
(finax(ig) (@)

[

Interpretation von Fixpunkten.

fixp : [D—=D]—D
fixp(f) = Upen f"(4)

Lemma 8.9 (Eigenschaften der Fixpunkt-Operation)
1. fixp ist wohldefiniert.
2. Wenn f € [D — D], dann f(fix(f)) = fix(f).
3. Die Operation fix ist stetig, also fixp € [[D — D] — D].

Beweis.  Wegen Monotonie von f gilt L = f(L) & fH(L) C f*(L) C ...,
also existiert der Limes = = | |, f'(L). Da f stetig, gilt f(z) = f(L; fi(L)) =

Ll; f(f{(L)) = z. Die Stetigkeit der Fixpunkt-Operation folgt aus der Stetigkeit
der Iteration. |

8.4.3 Interpretation des STL

Jeder Grundtyp a wird interpretiert als PCPO [a]. Insbesondere wird A inter-
pretiert als N .

[A— Bl = [[A] = [BI]
[AxB] = [A]®[B]
[A+B] = [Ale[5]

Rohfassung vom 2. Juli 2010



8.5 Trash 95

Nun ist D = (U ,[A]") 1.
Kontexte I' werden interpretiert als abhéngiges Produkt:

= ] M@l

zedom(T")
Lemma 8.10 (Stetigkeit der Update-Operation p[z — d])
Jx— ] €[l x [4] — [T, z: A]]

Definition und Lemma 8.11 Interpretation [t], € [C] von Termen I' -t :
C in der Umgebung p € [I'] mit gleichzeitigem Wohldefiniertheitsbeweis [t] €

('] — [T]-
Fall T' b2 :D(z). Dann [z], = p(z).

Fall
'tr:A—B kFs: A
I'krs: B
Dann [rs], = [r],([s],). Applikation ist stetig, da [r], € [[A] — [B]]
stetig.
Fall
I'z:A+-t:B

I'Xst: A— B
Dann [Azt],, = f mit f(d) = [t],aq- Stetigkeit von f folgt aus der
Stetigkeit der Update-Operation und der Stetigkeit von [t] (nach LH.).

Fall T Fce C. Dann ist [[c]]p die entsprechende Operation, definiert im letzten
Abschnitt.

8.5 Trash

Lemma 8.12 (Abschlusseigenschaften von D)
1. D®DCD.
2. DeDCD.

Beweis.

1. Seid € D®D. Fallsd = 1, dann d € D. Andernfalls d = (a,b) und a,b # L.
Also gibt es A, B mit a € [A]] und b € [B]. Es folgt (a,b) € [Ax B] C D.

2. Seid# 1L € D@ D. Dann ist d = (i,d’) mit d’ # L. Es gibt also ein A
mit d’ € [A]. Falls i = 0 ist d € [A + B] fiir beliebiges B, andernfalls in
[B+ A].

O
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Kapitel 9

Kategorien

Mittels Kategorien kann man abstrakte Modelle des einfach getypten Lambda-
Kalkiils angeben, deren Instanzen schon behandelte konkrete Modelle wie das
mengentheorietische oder bereichstheoretische Modell sind.

Ein Kategorie fasst Strukturen mit &hnlichen Eigenschaften zusammen, wie
sie z.B. aus der Algebra bekannt sind. So kann man eine Kategorie der Gruppen
oder Ringe betrachten.

Definition 9.1 (Kategorie) Fine Kategorie C besteht aus einer Sammlung
von Objekten A, B, C, ... und fiir je zwei Objekte A, B einer Sammlung C(A, B)
von Morphismen f : A — B. Sie hat folgende FEigenschaften:

1. Zu jedem Objekt A gibt es einen Automorphismus idg : A — A, der
Identitdtsabbildung.

2. Zu je zwei Morphismen f: A — B und g: B — C gibt es einen Morphis-
mus go f : A— C (sprich: “g nach 7). Dabei gelten folgende Gesetze:

(a) (Eins:)idgo f = foida = f fir alle f: A— B.

(b) (Assoziativitit:) (hog)of = ho(gof) firallef: A— B,g:B—C,
h:C— D.

Die meisten Aussagen iiber Kategorien sind sehr abstrakt. Um trotzdem intuitiv
mit ihnen umgehen zu konnen, ist es wichtig, eine Reihe von Beispielen fiir
Kategorien stidndig parat zu haben, um die abstrakten Aussagen mit etwas
Konkretem verkniipfen zu kénnen:

1. Algebraische Strukturen wie Monoide, Gruppen. Ringe, Korper bilden
Kategorien. Die Morphismen sind dann entsprechend Monoidhomomor-
phismen, Gruppenhomomorphismen, etc., also strukturerhaltende Abbil-
dungen. Morphismen kénnen natiirlich zusammengesetzt werden, und die
Identitdtsabbildung einer algebraischen Struktur ist trivialerweise ein Ho-
momorphismus.
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2. Die Kategorie SET der Mengen hat als Morphismen die totalen Abbildun-
gen zwischen den Mengen.

3. Jede partielle (Pri-)Ordnung bildet eine triviale Kategorie, wobei C(A, B)
nichtleer ist gdw. A < B. Reflexivitit garantiert die Existenz von Iden-
titdtsmorphismen, und Transitivitdt die der Komposition. Jede CPO is
also eine Kategorie.

4. Die Kategorie CPO der CPOs mit stetigen Funktionen zwischen CPOs als
Morphismen. Dies motiviert Kategorientheorie als Basis der Semantik von
Programmiersprachen.

5. Die Kategorie DCPO der CPOs mit kleinsten Element. Morphismen sind
strikte stetige Funktionen.

6. Einfache Typen sind die Objekte einer Kategorie, deren Morphismen A-
Terme sind. So ist Azz : A — A ein Identitdtsmorphismus und Az. g (f x) :
A — C ist die Komposition von zwei Morphismen f: A — Bundg: B —
C.

Eine Kategorie ist durch ihre Morphismen eindeutig bestimmt. Eine Kategorie
heisst klein, falls ihre Objekte Mengen sind. Damit kann man eine Katego-
rie aller kleinen Kategorien bilden, ohne bekannte Paradoxien der Mengenlehre
heraufzubeschworen.

Typischerweise beweist man in der Kategorientheorie die Gleichheit von
Morphismen. Die Aussagen/Beweise werden typischerweise als Diagramme ge-
zeichnet. Z.B. idgp o f = foidyg = f wird gezeichnet als

idACA*f>BQidB.

Man sagt “das Diagramm kommutiert”, wenn alle Pfade, von einem Objekt
zu einem anderen zu gelangen, identisch sind, also f = foidg = idgo f =
idpo foidg=....

Definition 9.2 Zwei Objekte A, B in einer Kategorie sind isomorph, geschrie-

ben A = B, falls es Morphismen f : A — B und g : B — A gibt, so dass
gof=id4 und fog=idg.

9.1 Konstruktionen auf Kategorien

Das Produkt C x C’ zweier Kategorien ist die Kategorie mit einem Objekt A x B
fiir je zwei Objekte A € C und B € C’ und einem Morphismus f x f/: Ax A" —
B x B’ fiir je zwei Morphismen f € C(A, B) und f' € C'(4’, B').

Ubung 9.3 Zeigen Sie, dass C x C' eine tatsichlich Kategorie ist.
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Die Gegenkategorie C°P (opposite category) einer Kategorie C besteht aus den-
selben Objekten wie C und hat fiir jeden Morphismus f € C(A, B) einen Mor-
phismus f°? € C(B, A). Es werden also alle Pfeile “umgedreht”. Dabei werden
jedoch keine Umkehrfunktionen gebildet (geht ja im Allgemeinen auch nicht),
sondern nur die Schreibweise dndert sich (der Pfeil zeigt in die “falsche Rich-
tung”). Die Komposition von f : A - B und g : B + C in C° schreiben wir
als g; f : A < C. Dabei ist g; f definiert als f o g.

9.2 Funktoren

Ein Funktor ist ein Kategorienhomomorphismus, also eine Abbildung F' : C — C’
von einer Kategorie C in eine Kategorie C’, so dass

1. F(A) e fir alle AeC,

2. F(f)eC'(F(A),F(B)) fir alle f € C(A, B),

3. F(id) = idp) fiir alle A € C, und

4. F(go f)=F(g)o F(f) fir alle f € C(A, B), g € C(B,C).

Strenggenommen ist ein Funktor F' ein Paar von Abbildungen (F*°, F™), wobei
F° die Objekte von C auf die von C’ abbildet und F™ die Morphismen. Jedoch
schreibt man beide Abbildungen schlicht F'.

Beispiele fiir Funktoren:

1. Ein “Semantik-Funktor” von der Kategorie der Typen und Terme in die
Kategorie der CPOs und stetigen Funktionen.

2. Ein “vergesslicher Funktor” von der Kategorie der CPOs und stetigen
Abbildungen in die Kategorie der Mengen und totalen Funktionen, der
die Ordnung vergisst.

3. Ein Funktor F' von der Kategorie der CPOs in die Kategorie der PCPOs,
wobei F(D) =D, und F(f)(L) = L und F(f)(d) = f(d) fiir d # L. Jede
Funktion wird also auf eine strikte Funktion abgebildet.

4. Ein “besoffener Funktor” F' : C — C x C, der jedes Objekt und jeden
Morphismus verdoppelt: F(A) = A x Aund F(f) = f x f.

Nimmt man als Objekte die kleinen Kategorien und als Morphismen die Funk-
toren zwischen den Kategorien, erhilt man die Kategorie CAT.

Eine natirliche Transformation n : F — G zwischen zwei Funktoren F, G :
C — D besteht aus Abbildungen ny4 : F(A) — G(A) fiir jedes Objekt A € C, so
dass folgendes Diagramm kommutiert:

A F(A) 2> G(A)
lf J{F(f) icm
B F(B) 2~ G(B)
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Natiirliche Transformationen entsprechen den polymorphen Funktionen n : VA. F(A) —
G(A) in funktionalen Programmiersprachen: A ist eine Typvariable, F/(A) und
G(A) Typen abhéngig von A. Z.B. kénnte F(A) die Bindrbdume mit Knoten-
markierungen in A bezeichnen und G(A) die Listen mit Elementen aus A. Die
natiirliche Transformation n kénnte dann eine Durchlaufsfunktion sein, die al-
le Knotenmarkierungen in einer Liste aufsammelt. Die Natiirlichkeit bedeutet:
Werden vor dem Durchlauf die Knotenmarkierungen mit einer beliebigen Funk-
tion f umgeschrieben und danach aufgesammelt, no F'(f), ist der Effekt derselbe
als sammelte man die Knotenmarkierungen vorher ein und schriebe dann jedes
Element der Liste um, G(f) o n. Dabei wendet F(f) die Funktion f auf jeden
Knoten an und G(f) auf jedes Listenelement.

Definition 9.4 (Funktorkategorie) Gegeben zwei Kategorien C und D. Die
Funktorkategorie D¢ (oder [C,D]) hat als Objekte die Funktoren von C nach D
und als Morphismen D¢(F,G) die natiirlichen Transformationen von F nach
G. Identitdt und Komposition sind gegeben durch

(IdF)A = idF(A)
(mon)a = maona.

Ubung 9.5 Zeigen Sie, dass die Kategoriengesetze fiir D gelten.

9.3 Kartesisch Abgeschlossene Kategorien (CCC)

Kategorientheorie befasst sich kaum mit reinen Kategorien (dariiber ist schon
alles gesagt), sondern fast ausschliesslich mit Kategorien mit zuséitzliche Struk-
turen. Diese werden durch universelle Eigenschaften charakterisiert.

Der einfach getypte Lambda-Kalkiil soll durch eine Kategorie modelliert wer-
den. Wir haben bereits gesehen, das wir Typen als Objekte und Terme als Mor-
phismen interpretieren kénnen, allerdings ist das Bild noch unvollstdndig: Wir
kénnen einfache Funktionen f : A — B darstellen, jedoch (1) noch keine Funk-
tionen mit mehreren Argumenten und (2) keine Funktionen héherer Ordnung
wie die Linksapplikation lapp : A — (A — B) — B. Auch keine (3) Terme vom
Grundtyp t : A. CCCs addressieren alle drei Probleme: (1) durch Postulation
von Produktobjekten A x B fiir alle Objekte A, B, (2) durch Postulation von
Funktionsobjekten B4 (Funktionen von A nach B) fiir alle A, B, und (3) durch
Postulation eines terminalen Objektes 1 (mit einem einzigen Bewohner), so dass
Terme vom Grundtyp A als Funktionen 1 — A interpretiert werden kénnen.

Definition 9.6 Eine Kategorie hat ein terminales Objekt, genannt 1, falls es
fiir jedes Objekt genau einen Morphismus unity : 1 — A gibt.

Ubung 9.7 Ein terminales Objekt ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Definition 9.8 (Produktobjekt) FEin Produkt zweier Objekte A, B in einer
Kategorie C ist ein Objekt, genannt Ax B, mit zwei Morphismen fst: AxB — A
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undsnd : AxB — B, so dass fiir jedes Objekt C' und jedes Paar von Morphismen
f:C — Aundg:C — A genau ein Morphismus h : C — A x B existiert, so
dass folgendes Diagramm kommutiert:

C
/ \
fst Y snd
A<~—AxB—8B
Den Morphismus h nennen wir (f,g).
Eine Kategorie C hat Produkte, falls zu je zwei Objekten A, B ein Produkt-

objekt A x B existiert.

Ubung 9.9 Zeigen Sie (fst,snd) = id.

Kategorielle Produkte sind also immer extensional.

Ubung 9.10 Zeigen Sie: Sind A x B und A x' B beides Produkte von A und
B, so sind A x B und A x’' B isomorph.

Losung 1 Das folgende Diagramm kommutiert.

Ax B

fst Ax'B

fst
s (fst’,snd’)

Y

A fst Ax B snd B

Wegen der universellen Eigenschaft von A x B gibt einen eindeutigen Morphis-
mus (fst',;snd’) o (fst,snd)’ = (fst,snd) = idax 5.

Da B x A vermoge snd, fst ein Produkt von A und B ist, gilt also Ax B = B x A.
Ubung 9.11 Zeigen Sie: (f, g) oh = (foh, goh).
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Ubung 9.12 Zeigen Sie: A x 1= A.

Definition 9.13 (Morphismen-Produkt) Fir f : A — C und g : B — D
definieren wir f X g = (fofst, gosnd) : Ax B — C x D.

Insbesondere gilt fsto (f x g) = f o fst.

Ubung 9.14 Die Kategorie C habe Produkte. Zeigen Sie, dass F : C x C — C,
gegeben durch F(A,B) = A x B und F(f,g) = f X g ein Bifunktor ist.

Definition 9.15 (Funktions-Objekt) FEin Funktionsobjekt (oder Exponent)
von A und B ist ein Objekt B4 mit einem Morphismus apply : BA x A — B,
so dass es fiir alle C und f : C x A — B genau ein g : C — B4 gibt, so dass
apply o (g x id) = f. Damit kommutiert dieses Diagramm:

Cx A

curry(f)xid

Y
BAxA— Y _p

Ubung 9.16 Zeigen Sie:
1. curry(apply) = id.
2. curry(apply o (g x id)) = g fiir g : C — BA.
3. curry(f)og=-curry(fo(g xid)) fir f:CxA— Bundg: D — C.

Losung 2 Betrachten wir folgendes kommutierende Diagramm:

Cx A

) ) applyo(gxid)=:f
curry(f)xid | gxid

BAixA—™  _p
Wegen der Eindeutigkeit ist curry(apply o (¢ x id)) = g, daraus folgt auch die
erste Aussage fiir g = id.
Fiir die dritte Aussage betrachte man die Gleichungskette:

curry(f)og = curry(apply o ((curry(f) o g) x id))
curry(apply o (curry(f) x id) o (g x id))
— curny(fo (g x id))
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Alternativ kénnen wir folgendes Diagramm studieren:

D Dx A
g gxid
C .ﬁcurry(fo(gxid)) Cx A folgxid)
curry(f) curry(f) xid !
r appl
BA BAxA—" =R

Wegen der Eindeutigkeit ist curry(f o (g x id)) = curry(f) o g.
Ubung 9.17 Der Exponent ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.
Ubung 9.18 A! =~ A,

Ubung 9.19 Die Kategorie C habe Produkte und Exponenten. Zeigen Sie: F -
C°? x C — C, mit F(A,B) = B4 und F(f,g) = g/ = curry(g o apply o (id x f))
ist ein Bifunktor.

Ubung 9.20 Sei S ein beliebiges, festes Objekt einer CCC C. Der Objektteil
eines Funktors Reader : C — C sei gegeben durch Reader(A) = A®. Definieren
Sie die Aktion von Reader auf Morphismen f : A — B und beweisen Sie die
Funktorgesetze.

Definieren Sie nun neue Funktoren F(A) = Reader(A) x S und Id(A) = A
und zeigen Sie, dass apply : F' — G eine natiirliche Transformation ist.

9.4 C(CCCGCs als Modell des Lambda-Kalkiils

Wir erweitern den einfach getypten A-Kalkiil um einelementigen Typ, Produkt-
typen und Konstanten.

AB == o|A—B|1|AxB Typen
r,s,t = clx|dx:At|rs| ()] (r,s)]|fstr|sndr Terme
Cll == (Clls) [ (r,C[) [ fstC[ | snd C]

Die Typen der Konstanten ¢ sind in einer Signatur X gespeichert, so dass 3(c)
den Typ der Konstante ¢ darstellt.
Wir erweitern die Typisierungsregeln wie folgt:

TFe:X(c) re(:1

kEr:A I'ks:B ~t:AxB '~t:AxB
'k (r,s): Ax B I Hfstt: A I'-sndt: B
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Ubung 9.21 (Eindeutigkeit der Typisierung) Zeigen Sie, dass T+t : A
und I' =t : B die Gleichheit A = B auch fir den um obige Regeln erweiterten
A-Kalkil implizieren.

Die getypte Sn-Gleichheit wird erweitert um:

'kr:A I'ks:B 'kFr:A I'ts: B
DHfst(r,s)=r:4 I'kFsnd(r,s)=s: A

Ft:AxB
I F (fstt,sndt) =t: Ax B

9.4.1 Typ- und Kontextinterpretation

Sei (C,1, x,—) eine CCC. Im Folgenden schreiben wir f € A — B fiir f €
C(A, B).

Sei C[o] € C ein Objekt fiir jeden Grundtyp o € Ty?. Wir erweitern C[—]
homomorph auf alle Typen durch die folgende rekursive Definition:

c1] =1

C[Ax B] = C[A]xC[B]

C[A— B] = C[A]—C[B]
Kontexte I' = x1: Ay, ..., z, : A, werden représentiert als n-stellige nach links
geklammerte Produkte ((A; x Ag) x Ag) X ... A,.

C[0] = 1 leerer Kontext
C[T,z:A] = C[I] x C[4] Kontexterweiterung

Dalx A = A, ist diese rekursive Definition dquivalent zur zuvor informell
gegebenen.

9.4.2 Terminterpretation

Sei C[@ + ¢ : X(c)] € 1 — C[X(c)] eine Interpretation der Konstanten als
Punkte in C. Wir erweitern diese auf eine Interpretation C[I' F ¢ : A] € C[I'] —
C[A] fiir alle wohlgetypten Terme durch die rekursive gegebenen Gleichungen:

CIT F():1] = unit

C[T,z:A F x: A = snd

C[l,y:A Fx:B] = C[I Fx:B]ofst falls x # y

C[T F fstt: A] = fstoC[I' +t: Ax B] wobei B eindeutig
C[T +sndt: BJ = sndo(C[l' Ht: Ax B wobei A eindeutig
C[T F (r,s): Ax B] = ([T Fr:A]CIT Fs:B])

C[T Frs: BJ = applyo(C[T' Fr:A— B],C[I' Fs: A])

C[T FAx:A.t:A— B] = curry(C[l',z:A Ft¢: B])

Ubung 9.22 Zeigen Sie, dass tatsichlich C[T +t: A] € C[T] — C[A].
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9.4.3 Substitution

Parallele Substitutionen A F o : T interpretieren wir als Morphismen C[A] —
C[r].
unit

(CIA Fo:T], C[A Fo(x): A])

CIA Fo: 0]
C[A Fo:T,z:A]

Lemma 9.23 (Substitution ist Komposition) SeiI' F¢: A und A o :
I'. Dann C[I' Ft: A]oCJ[A F o : T =C[A Fto: A].

Beweis. Durch lexikographische Induktion iiber (¢,T'). Sei f = [A F o :T].

Fal [T Fe:S()]of=[0Fc:X(c)]Jounitof =[]0 Fc:X(c)]ounit =[A F
c: X)) =[AF co:X()].

Fall [Tyz:Abax:Alo[A o :Tyz: Al =sndo (f, [A Fo(z): A]) =[A F
xo : A].

Fall [T,y:Brxz:Alo[A o :T,z: Al =T Fa: A]ofsto (f, [A F o(y) :
Bl)=['Fz:A]of=[AFzo: A], letzter Schritt nach I.H.

Fall [T FAz:At:A— B]of=curry([l,z:AFt:B])of=curry([l,z:
AFt:B]o(fofst,snd))) =curry([l’z:A Ft:B]o[Az:AF oz —
z]: T a: A]) = curry([A,z: A Fto[z— z] : B]) = [A F (Az:A.t)o : BJ.

Fall [T - rs: Blof =applyo([I' Fr: A— B],[T Fs: Ao f =
applyo ([T Fr:A— B]of, [T Fs:A]of)=applyc([A Fro:A—
B, [AFso:A])=[AF (rs)o: B].

Fall [T F (r,s) : AxBJof=(CFr:AL [l Fs:B])of
Alof, [T Fs:Blof)=([AFro:A],[A Fso:B])=]
A x B].

B
-
-
&
Q

Fall [T' Ffostt: Ajof =fsto[L Ft: Ax B]of=fsto[A Fto:AxB] =
[A F (fstt)o : A].

Fall T' Fsndt : B analog.

O
Die Einzelsubstitution [s/z] sei definiert als [s/z](z) = s und [s/z](y) = y fiir
x #y. Wir haben [T F [s/x] : T,z: A] = (id, [T F s: A]).
9.4.4 Korrektheit
Lemma 9.24 (Beta-Gleichheit fiir Funktionen) Sei I'yz: A ¢ : B und
I'Fs:A Dann [I' F (Az:A.t)s: B] =T +t[s/z]: B].
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Beweis. [I' F (Ax:A.t)s: Bl =applyo ([’ FAx:At: A— B],[I' Fs:
A])) = applyo(curry([T',z: A +t: B])xid)o(id, [ Fs: A]) = [,z:A F¢: BJo
(id, [T Fs:A])=[,z:AFt:B])o[l F[s/z]:T,z:A] = [T Ft[s/z]: B]. O

Korollar 9.25 (Abschwichung/Verstirkung) Wennx & FV(t), dann [T, z:
AFt:B]l=[T Ft:B]ofst.

Beweis. Fiir die Identitétssubstitution oq gilt [I',z: A oo : T] =fst € [T, z:
A] — [T], also folgt das Korollar direkt aus Lemma 9.23. ad

Lemma 9.26 (Eta-Gleichheit fiir Funktionen) Wennx & FV(t), dann [T’ F
Mx:Atz:A— B]=["+t: A— BJ.

Beweis. [ FAx:A.tx: A— B] =curry([T,z: A Ftz: B]) = curry(apply o
([T,z:AFt:B], [T,2:A Fx:A])) = curry(apply o ([T’ - ¢ : B] ofst, snd)) =
[T Ft:B]. a

Satz 9.27 (Korrektheit) Wenn I' ¢t =1t : A, dann C[T' -t : A] =C[I' +
t': A] in allen CCCs C.

9.5 Instanzen von CCCs

9.5.1 Einfache Instanzen

Ubung 9.28 FEine Kategorie P habe als Objekte die aussagenlogischen Formeln

und .
B x}  falls A impliziert B
P4, B) = { 0 sonst.

Zeigen Sie, dass P kartesisch abgeschlossen ist.

Ubung 9.29 Zeigen Sie: Die Kategorie SET der Mengen und totalen Abbildun-
gen st kartesisch abgeschlossen.

Ubung 9.30 Zeigen Sie: Die Kategorie CPO der vollstindigen partiellen Ord-
nungen und stetigen Funktionen ist kartesisch abgeschlossen.

9.5.2 Termkategorie

In der Termkategorie sind die Objekte Typen und die Morphismen ¢t : A — B
Terme iiber einer freien Variablen vom Typ A. Kontexte werden als Produktty-
pen interpretiert, dadurch kann man beliebige Terme x1: Ay, ..., z,: A, Ft: B
als Term = : (... (1 x A1) x...) x A, bt : B darstellen, wobei t' = to mit
o(z;) = snd (fst"~* z). Um unterschiedliche Typzuweisungen fiir diesselbe freie
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Variable in unterschiedlichen Termen zu vermeiden, geben wir uns fiir jeden Typ
A eine spezielle Variable 2 vor (A wird als Teil des Namens der Variable x4
betrachtet), die nur frei verwendet wird. Desweiteren haben wir noch unendlich
viele Variablen vy, z, ..., die wir nur gebunden verwenden.

Definition 9.31 (Termkategorie) Wir definieren die Termkategorie T durch
T =Ty (Objekte) und T(A,B) = {t" |24 : A - t: B}.

i —FA
IdA = .%‘A

_ ———C
Y058 = t[s/xB]
Im Folgenden verwenden wir 24 + ¢ : B als Abkiirzung fiir 4 : A -t : B.

Lemma 9.32 (7 ist Kategorie) Identitit und Komposition sind wohldefiniert
und erfillen die Kategorien-Gesetze.

Beweis. Ubung. O

Lemma 9.33 (7 hat ein terminales Objekt) Der einelementige Typ 1 ist

1
terminales Objekt von T mit unity = () .

Beweis. Seit: A — 1 ein weiterer Morphismus in die 1. Nach Definition gilt
24 ¢ : 1 und mit dem 7-Gesetz fiir den einelementigen Typ 24 Ft = () : 1.

Also ist ¢ = () = unita. O

Lemma 9.34 (7 hat Produkte) Der Produkttyp A x B ist Produktobjekt von

B
A und B vermége der Projektionen fst xAXB und snd xA*B ",

Beweis. Seien 7 : C — A und § : C — B beliebige Morphismen in 7.
Fiir den Morphismus ¢ : C — A x B muss gelten fst ot = 7, d.h. wegen
fst ot = (fstxAxB)[t/zA*B] = fstt, dass ¢ F fstt = r : A, und analog
% Fsndt = s : B. Mit j fiir Produkte ist ¢t = (r, s) trivialerweise eine Losung.
Jede Losung t erfiillt € F (fst¢, sndt) = (r,s) : A x B, also mit 7 fiir Produkte
auch z¢ F t = (r,s) : A x B. Die Losung t = (r,s) ist also eindeutig, wir
schreiben sie als (7, 5). O

Lemma 9.35 (7 hat Exponenten) Der Funktionstyp A — B ist Funktions-
objekt von A und B vermdge des Applikationsmorphismus’

B:(

apply = (fstz(A=B)x4) (snd z(A=B)x4) " . (A — B) x A — B.
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Beweis. Wir stellen zuerst fest, dass fiir jedes t : C — B gilt, dass t x
idg = (t ofst, snd) = (t[fstzC*A/xC], sndzC*4). Sei t : C x A — B ein
beliebiger Morphismus in 7. Fiir den Morphismus #' = curry(t) : C — (A —
B) muss gelten apply o (curry(f) x ida) = 7. Dies ist dquivalent zu <4
(t'[fst 2€%A /2C]) (snd 2*4) =t : B. Zuerst iiberzeugen wir uns, dass t’ = \y:
A t[(z%,y)/2¢*4] die Gleichung 16st:

2 Ay At[(2C, y) /2O A [fst €A /2CT) (snd €% )
=5 t[(fst 204, snd @A) /zC*A)
=, txO* A /2 =1 B
(Hier haben wir benutzt, dass y € FV(t) = {¢}.) Fiir eine beliebige Losung #’
gilt ausserdem
2 F Ay At](2€, y) /2O A)
= My: A ((t'[fst 2974 /2C)) (snd 29 [(2C, y) /2C > 4]
=5 My At [29 /2y
=, ' A= B

day & FV(t') = {2C}. Also ist curry(t) =t/ = Ay : A.t[(2C, y)/2°*4] die ein-
deutige Losung. |

Satz 9.36 (7 ist eine CCC) Die Kategorie T ist kartesisch abgeschlossen.
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9.6 Endliche Summen

Definition 9.37 (Initiales Objekt) FEin Objekt 0 heisst initial, falls es fiir
jedes Objekt A genau einen Morphismus f : 0 — A gibt. Dieser Morphismus
wird als zero 4 bezeichnet.

Ubung 9.38 Zwei initiale Objekte sind isomorph.

Ubung 9.39 FEin zu 0 isomorphes Objekt ist selbst initial.

Losung 3 Sei 0’ isomorph zu 0. Betrachte folgendes Diagramm.

g
[
0 0
zer00/
h
zero4
N
A

Es gilt hozeroy = zeroy, also hozeroy o g = zero4 o g und wegen zeroy o g = id
auch h = zero4 o g, das Diagramm kommutiert also und h ist eindeutig.

Definition 9.40 (Null-Objekt) FEin initial-terminales Objekt heif$t auch Null-
Objekt (Zero-Objekt).

Beispiele fiir Kategorien mit Null-Objekt:

e Die Kategorie der Relationen. Dort ist die leere Menge gleichzeitig initial
und terminal, da die Pfeile immer in beide Richtungen gehen.

e Die Kategorie der Gruppen. Dort ist die triviale Gruppe, die nur aus dem
Einselement besteht, initial und terminal.

e Analog dazu: Die Kategorie der Mengen A mit einem ausgezeichneten
Element a € A. Ein Morphismus f : (A,a) — (B,b) muss f(a) = b
erfiillen. Jede einelementige Menge ist initial und terminal (die leere Menge
gibt es in dieser Kategorie nicht).

e Sonderfall: Die Kategorie der PCPOs und strikten Abbildungen.

Konsequenz: Es gibt Kategorien mit f : C'— 0 und C ist nicht initial.

FRAGE: Gilt folgendes Metatheorem?: Ein durch eine universelle Eigen-
schaft charakterisiertes Objekt kann immer durch ein isomorphes ausgetauscht
werden.

Ubung 9.41 Wenn C x 0220 fiir alle C, dann ist A° = 1.
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Bemerkung 9.42 C x 0 ist nicht immer initial, z.B. ist in der Kategorie der
Gruppen 0 die einelementige Gruppe, also 0 =1, und C x 0 = C.

Definition 9.43 (Koprodukt) Das Koprodukt zweier Objekte A und B ist
ein Objekt, genannt A + B, mit zwei Morphismen inl : A — A+ B und inr :
B — A+ B, so dass es fiir alle C und Morphismen f: A — C und g: B —
C genau einen Morphismus, genannt [f,g], gibt, so dass folgendes Diagramm.

kommutiert.
C
A
inl inr

A—"sA+B<"—8B

Alternativ kénnen wir auch durch Dualitit definieren, d.h., (A + B, inl,inr) ist
Koprodukt von A, B in Kategorie C, wenn es Produkt von A, B in C°P ist.
Damit erben wir die Eindeutigkeit des Koprodukts bis auf Isomorphie von der
des Produkts.

Ubung 9.44 Zeigen sie, dass A+ B = {(0,a) | a € Ay U{(1,b) | b € B} Ko-
produkt von A und B in der Kategorie SET der Mengen und totalen Funktionen
15t.

Ubung 9.45 Definieren Sie das Produkt A x B in der Kategorie AB der abel-
schen Gruppen. Zeigen Sie, dass A X B auch das Koprodukt von A und B in
AB ist.

Losung 4 A x B ist einfach das kartesische Produkt der Gruppen A und B mit
punktweiser Null, Addition und Negation (auch direktes Produkt genannt).

Wir definieren inl : A — A x B durch inl(a) = (a,0) und analog inr(b) =
(0,b). Es ist leicht zu sehen, dass dies Gruppenhomomorphismen sind. Seien
nun f: A — C und g : B — C beliebige Gruppenhomomorphismen. Wir
definieren [f,g] : A x B — C durch [f,g](a,b) = f(a) + g(b). Dies ist ein
Gruppenhomomorphismus wegen [f, g](0,0) = £(0) + g(0) = 0, mit Kommunta-
twitdt [f, g]((a,b) + (a’,0")) = fla+a’) +g(b+b") = f(a) +g(b)+ f(a') +9g(b) =
(£, 9)(a,b) + £, g](a.b) und [, g](—(a,)) = f(~a) +g(=b) = —(f(a) +g(b)) =
“1f.9)(a,b).

Nun gilt [f,g](inl(a)) = f(a) + g(0) = f(a) und analog [f,g] o inr = g.
Andererseits folgt fiir jeden Gruppenhomomorphismus h : A x B — C' aus
h(a,0) = f(a) und h(0,b) = g(b) durch Addition h(a,b) = h(a,0) + h(0,b) =
f(a) + g(b), also ist h = [f, g] eindeutig bestimmi.

NB: Die Konstruktion von [f, g] geht auch in kommuntativen Monoiden, also
fallen auch der Kategorie der kommutativen Monoide Produkt und Koprodukt
zusammen.
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9.7 Monaden

Definition 9.46 FEine Monade auf einer Kategorie C' ist ein Funktor T : C' —
C' zusammen mit zwei natirlichen Transformationen nx : X — TX (Unit)
und pi : TTX — TX (Multiplikation), so dass folgende Diagramme fir alle X
kommutieren:

Tnx Tprx

X " 7TX TX TTITX —=TTX
TX TTrX i TX

Ubung 9.47 In einer CCC C ist Reader : C — C mit Reader(A) = A° eine
Monade.

Losung 5 Es gilt Reader(f : A — B) = curry(f o apply) : AS — B®. Eins
ist na = curry(fsta g) : A — A% und Multiplikation ist s = curry(apply o
(apply, snd)).

1. Die Finheit n : |d — Reader ist natirliche Transformation, da das folgende
Diagramm kommutiert.

curry(fst)

AS

A—m————

(fofst)
J EE curry(foapply)
B

curry(fst) BS

2. pon=id.
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9.8 Losungen

Ubung 9.48 FEin terminales Objekt ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Lésung 6
unit
id C 1 i
unitlz
Es gibt einen eindeutigen Morphismus unity = idy : 1 — 1. Also ist unity, o
unit] = id;.

Ubung 9.49 Zeigen Sie: Sind A x B und A x’ B beides Produkte von A und
B, s0 sind A x B und A x' B isomorph.

Loésung 7 Das folgende Diagramm kommutiert.

AxB

fst Ax'B

’

fst
s (fst’,snd”)

\

A fst Ax B snd B

Wegen der universellen Eigenschaft von A X B gibt einen eindeutigen Morphis-
mus {(fst’,snd’) o (fst,snd)’ = (fst,snd) = idax -

Ubung 9.50 Zeigen Sie: (f, g)oh = (foh, goh).
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Losung 8
D
h
foh C goh
! (f:9)
A<——  AxB nd B

fst

Da der durch foh und goh induzierte Morphismus D — A X B eindeutig ist,
gilt (f, g)oh ={(foh, goh).

Ubung 9.51 Zeigen Sie: A x 12 A.

Losung 9 Es gibt Morphismen fst: A x 1 — A und (id4,units) : A - A x 1.

Ax1

<

fst

(id ,unit)

fst d

FEs gilt fst o (id, unit) = id (kleines Dreieck unten links), und (id,unit) o fst =
(fst,snd) = id (grofSe Achse).

Losung 10 (Eleganter.) Wir zeigen, dass A Produkt von A und 1 ist. Dann
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gilt A= A x 1. Sei C beliebig und das folgende Diagramm kommutierend.

C

f unit

id unit

Zu zeigen: es gibt genau ein h. Es gibt: h = f. Genau ein: Es giltidoh = f.

Ubung 9.52 Der Ezponent ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.

Losung 11 Sei (A = B, apply’) ein weiteres Funktionsobjekt von A nach B
mit curry’ : C(C x A,B) — C(C, A= B).

BA BA x A
curry’ (apply) curry’ (apply) xid
\
A= B (A= B)x A
curry’ (apply) curry(apply’) xid )
apply
v appl
BA BAx A s B

Wegen der Eindeutigkeit ist curry’(apply) o curry(apply’) = curry(apply) = idga
(grofies Dreieck). Analog gilt curry(apply’) o curry’(apply) = curry’(apply)’ =
idae 5. Also ist A= B isomorph zu BA.

Ubung 9.53 A' =~ A.

Losung 12 Wir benutzen A x 1 = A und zeigen dann, dass A ein Funktions-
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objekt mit Definitionsbereich 1 und Wertebereich A ist.

fst

Cx1lz E—
(id, unit)

hxid

fst
Axl —/——
(id, unit)

Wegen C = C x 1 ist h = f o (id, unit) durch f eindeutig bestimmt. Beachte
fsto (h x id) = h x fst = fst, also kommutiert das Dreieck links unten.

Ubung 9.54 Die Kategorie C habe Produkte und Exponenten. Zeigen Sie: F :
C°? x C — C, mit F(A,B) = B und F(f,g) = g/ = curry(g o apply o (id x f))
ist ein Bifunktor.

Losung 13 Das erste Funktorgesetz, F(id,id) = id gilt nach Uebung 9.16.
Fiir das zweite Funktorgesetz, nehmen wir an, dass

f + A+<B h : D—>FE
g : B+C 1 E—=F

Zu zeigen ist F(g; f, ioh) = F(g,i) o F(f,h). Es gelten

(ioh)wf) = curry(iohoapplyo (id x (fog)))
9 = curry(ioapply o (id X g))
ht = curry(hoapplyo (id x f))
=: curry(k)
i9 o hf = curry(ioapplyo (id x g)) o curry(k)
= curry(i o apply o (id x g) o (curry(k) x id))
= curry(i o apply o (curry(k) x g))
= curry(i o apply o (curry(k) x id) o (id x g))
= curry(ioko (id X g))
= curry(io (hoapplyo (id x f)) o (id x g))
= curry(iohoapplyo (id x (fog)))
(i o h)(9:F)

Ubung 9.55 Sei S ein beliebiges, festes Objekt einer CCC C. Der Objektteil
eines Funktors Reader : C — C sei gegeben durch Reader(A) = A®. Definieren
Sie die Aktion von Reader auf Morphismen f : A — B und beweisen Sie die
Funktorgesetze.

Definieren Sie nun neue Funktoren F(A) = Reader(A) x S und Id(A) = A
und zeigen Sie, dass apply : F' — G eine natiirliche Transformation ist.
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Losung 14 Reader(f : A — B) = curry(f o apply) : AS — B%. Es gilt
Reader(id) = curry(id o apply) = curry(apply) = id. Ausserdem Reader(f) o
Reader(g) = curry(f o apply) o curry(g o apply) = curry(f o apply o (curry(g o
apply) x id)) = curry(f o g o apply) = Reader(f o g).

Wir setzen F(f : A — B) = Reader(f) xid. Damit kommutiert das folgende
Natirlichkeitsdiagramm fir apply : F — Id.

apply

A F(a) — 4
f curry(foappy)de foapply f
B F(B) apply B
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Polymorphismus

Einfiihrendes Beispiel: Polymorphe Listen.
e JAVA-Polymorphismus Object > A.

class List {

int length();
void cons(Object a);
void  append(List 1);
Object front();

}

e Nachteil: Hat man homogene Listen, z.B., Integer Listen, muss man
trotzdem immer casten: (Integer)l.front().

e F-Polymorphismus in JAVA 1.5 behebt dieses Problem:

class List<A> {

int length();
void cons(A a);
void  append(List<A> 1);
A front();
}

e Polymorphismus in Haskell:

data List a = Nil
| Cons a (List a)

map :: forall a b. (a -> b) -> List a -> List b
map f Nil = Nil
map f (Cons a 1) = Cons (f a) (map f 1)
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Wir studieren nun den Polymorphismus in Rein-Form, d.h., im A-Kalkiil.

10.1 System F, Curry-Stil

Syntaktische Kategorien.

A 3> rst n= x| Axt]|rs ungetypte Terme
Ty > AB,C = A—-B|VXA|X einfache und polymorphe Typen
Cxt > T n= o |z A|T, X Typisierungs-Kontexte
Typisierung.
TYVARF(:E):A TYABS Nx:AFt:B TYAPPFFT:A%B F'kFs: A
F'Fz: A I'FXxt:A— B I'kFrs:B
TY-GEN ILXHkHt: A YoINST I'Ft:VXA
T RE:VXA i T t:AB/X]

Ubung 10.1 Geben Sie Typisierungsherleitungen fir
1. Fdxx :VX. X = X
2. Fdx.xz: (VXX) - VXX.

Beispiel 10.2 (Nicht typisierbare Terme) Die Terme Q und 22K sind in
System F nicht typisierbar.

Typisierung ist unentscheidbar (Wells, 1994). Wohlgetypte Terme sind stark
normalisierend, jedoch nicht umgekehrt (Beispiel: 22 K). Es gilt Typerhaltung
unter B-Reduktion, jedoch nicht unter n-Reduktion.

Beispiel 10.3 (7-Reduktion erhilt Typen nicht) Sei X & FV(A). Folgen-
de Typisierung ist giiltig:

y:A—=>VXB F A x.yx:VX.A— B
Jedoch hat y nicht den Typ VX. A — B.

10.1.1 Impradikative Kodierungen

Einige Konstruktionen im ungetypten A-Kalkiil, wie z.B. Church-Ziffern und
Tupel, kénnen wir in System F typisieren.

N = VX.(X->X)-X—->X

n = Az fmx N
+ = dmfz.nf(mfx) N
. = dnmf.n(mf) N
exp = Anm.nm :N
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Ubung 10.4 Programmieren Sie die Ackermann-Funktion in System F!

Losung 15 ack = An.n (ArAm.mr 1) (Am.m+1).

Im Allgemeinen kann man eine Datenstruktur impréadikativ kodieren, wenn sie
einen universalen Eliminator hat, d.h., jede Verwendung der Datenstruktur
kann mit dem u.E. programmiert werden. Der universale Eliminator fiir Paare
ist split.

split : VAB.Ax B —-VC.(A—-B—C)—C
split (pairab)k — kab

fst = Ap.splitp T

snd = Ap.splitpF

Nun nimmt man als Definition fiir A x B den Zieltyp VC.(A - B — C) — C
des universalen Eliminators.

AxB = VYC.(A—-B—-C)—=C

pair : VAB.A—-B—AXxB

pair = Xab.\k.kab

split : VAB.AxB—=VC.(A—-B—C)—=C
split = Azzw

Der universale Eliminator fiir Summentypen ist case : VAB. A+ B — VC. (A —
C) — (B — C) — C. Also funktioniert folgende Kodierung.

A+B = VC.(A—-C)—=»(B—=C)=>C

inl : VAB.A— A+ B

inl = Aa.\fg. fa

inr : VAB.B— A+ B

inr = Ab.Afg.gb

case : VAB.A+B—-VC.(A—-C)—»(B—=>C)—=C
case = dzz

Der universale Eliminator fiir Listen ist foldr:

foldr : VA.ListA—-VB.(A—B—B)—B— B
foldr [a1,...,an] (®)e — a1 ®(a2®...(a,®¢€)...)
foldr nil (®) e — e

foldr (consal) (®) e — a®foldri(®)e
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Wir kodieren Listen also als

LitA = VB.(A—»B—B)—>B—B

nil . VA.ListA

nil = MAfe.e

cons : VA A—ListA— ListA
cons = Aal.\fe. fa(lfe)

foldr = Jlzz

Ubung 10.5 Implementieren Sie map und append mit dieser Listen-Kodierunyg.

Eine andere Sichtweise auf die impradikative Kodierung ist: Sei X ein Datentyp
mit den Konstruktoren ¢; : F1(X)...cp : Fp(X). Dann ist VX. Fy(X) — -+ —
F,(X) — X die impridikative Kodierung von X.

Ubung 10.6 Machen Sie sich diese Sichtweise an den Beispielen N, x, + und
List A klar.

Ubung 10.7 Kodieren Sie den Typ BTree A der Bindrbiume mit Knotenbe-
schriftungen in A imprddikativ.
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Typinferenz

11.1 Einfache Typen

Im Folgenden stehen X, Y, Z fiir instantiierbare Typvariablen (Unifikationsva-
riablen), A, B, C fiir Typen mit Variablen und 7 fiir Typen ohne Variablen.

ol — 7
X|o|A—B

ﬂ
|

A, B,C

Sei EV(A) die Menge der in A vorkommenden Variablen X. Eine Typsubstituti-
on £ ist eine Abbildung von Typvariablen X auf Typen A. Der Definitionsbereich
dom(¢) ist definiert als {X | £(X) # X }. Wir erlauben nur Substitutionen mit
endlichem Definitionsbereich.

Definition 11.1 (Anwendung einer Substitution) Die Anwendung einer Sub-

stitution & auf einen Typen A, einen Kontext T' und eine Substitution &' ist wie
folgt definiert:

X¢ = £(X)

o€ = o0

(A= B)¢ = A¢— B¢
To)(x) = (T(2)€

o) = (X))

Definition 11.2 (Instantiierungsquasiordnung) Wir sagen A ist allgemei-
ner als B, falls B eine (Substitutions-)Instanz von A ist, falls also A, = B fiir
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ein §&. Wir definieren folgende Begriffe:

A< B — A¢t=B
I Sg IV — Vze dom(F). F(J?) Sg F/(.ﬁ)
THFA<ITFA) <= T<TMundA< A
ALB — AL B
r<r’ — I

=

THASTEA) I THA < (I FA)
Die Relation < ist nur eine Quasi-Ordnung (engl. preorder), d.h., reflexiv und
transitiv, aber nicht antisymmetrisch, daz.B. X <Y und Y < X, aber natiirlich

X#£Y.

Definition 11.3 (Isomorphe Substitutionen) Zwei Substitutionen &, sind
isomorph, falls £ < & und &' < €.

Definition 11.4 (Unifikator) Ein Unifikator zweier Typen A, A’ ist eine Sub-
stitution & mit A& = A’E. Entsprechend ist & Unifikator zweier Kontexte T' und
IV falls T'(x)¢§ = T/ (z)¢ fiir alle x € dom(T") N dom(T”). Analog definiert man
einen Unifikator zweier Substitutionen.

Definition 11.5 (Allgemeinster Unifikator) Der allgemeinste Unifikator mgu(A, B)
(engl. most general unifier) zweier Typen A, B hat die zusdtzliche Eigenschaft,

dass fiir alle weiteren Unifikatoren €& von A und B gilt: mgu(A, B) < £. Ent-
sprechend definiert man den allgemeinsten Unifikator zweier Kontexte, Substi-
tutionen etc.

Lemma 11.6 (Existenz) Sind zwei Entititen (Typen, Kontexte, etc.) unifi-
zierbar, so existiert ein allgemeinster Unifikator.

Beweis. Z.B. durch Angabe eines Unifikationsalgorithmusses. O

Lemma 11.7 (Eindeutigkeit) Der allgemeinste Unifikator ist bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmit.

Beweis. Seien £ und &’ zwei allgemeinste Unifikatoren. Dann gilt nach Defini-
tion £ < & und ¢ < €. O

Wir schreiben I' \ z fiir den Kontext I mit dom(I") = dom(T") \ {z} und
I(y) =T'(y) fiir y € dom(I). Falls I'(z) = I''(z) fiir alle 2 € dom(I") Ndom(T"),
dann ist T' 4+ I definiert als T UT". Es gilt dann (T'4+ I")¢ = T¢ +T¢.

Definition 11.8 (Typinferenz) Gegeben ein A-Term t, berechnet der als Re-
lationt = T F C gegebene Typinferenz-Algorithmus einen Kontext T' und einen
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Typ C von t inT.

N
c=o X Fx "

t=T B t=T B
dom(T), X
i ST x5 g L Fdom), Xnew e T T S B

x € dom(T")

7":3].—‘1}_01 S:ﬁ].—‘Q'_CQ
TS:§F1§+F2£|_X£

Typinferenz terminiert immer, da durch strukturelle Rekursion iiber den Term
t definiert.

X neu, & = mgu(l'y - C1, Ty FCy — X)

Satz 11.9 (Korrektheit) Fallst =T FC, dann T F¢: C.

Beweis. Durch Induktion tiber t = I" - C.

Fall
r=0; FC, sy FCy
rs 316+ T2 F XE
Wir zeigen I'1€ + o€ F rs @ XE. Es gilt C1€ = Cof — XE. Wir setzen
A — B := (C1&. Da ¢ die Kontexte I'; und I's unifiziert, ist I'1 /& +T9¢ =: T

wohldefiniert. Es gilt I'1¢ C I'; also mit der Induktionsvoraussetzung, I'
r:A— B. Analog gilt ' Fs: A, alsoT' Frs: B.

Xneu, & =mgu(l'y FC, T FCy = X)

O
Typinferenz berechnet immer die allgemeinste Typisierung IV + C’ eines Terms
t. Dies ist sogar notwendig fiir die Vollstdndigkeit des Algorithmusses im Fall
rS.

Satz 11.10 (Vollstindigkeit) FallsT Ft: C, dannt =T/ + C' und (I +
o) < (T+QO).

Beweis. Durch Induktion tiber I' +¢: C.
Fall

I'tz:T(z)
Dann ¢ = x : X + X fiir eine neue Typvariable X. Die Substitution
&(X) =T(a) validiert (z: X F X) < (T F I (2)).

Fall
z:A+-t:B
I'tXet: A— B

Dann t = I F B’ und nach IV. ist (I" F B’) <¢ (I',z: A F B). Falls
x € dom(I), dann IV = T",z: A mit T =TV \ 2 and A’ = T'(z). Es
gilt also (I'",z: A" + B') < (I'z: A + B), und damit (I + A’ —
B') <¢ (T = A — B). Wir sind fertig, da Azt = T A’ — B’. Ahnlich
argumentiert man im Fall z ¢ dom(T”).
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Fall
'r:A— B I'ks: A

'krs:B

Nach IV, r= Fl F Cl mit (Fl - 01) Sgl (F FA— B) und s = FQ H
Cy mit (I'y F Cy) <¢, (I' F A). Da wir stets neue Typvariablen erzeugen,
konnen wir annnehmen, dass I'y + Cy sich keine Variablen mit I's F Cy
teilt. Sei X eine neue Typvariable. Dann ist ¢’ = & U & U (X — B) ein
Unifikator von I'y = C7; und I'y; + Cy — X. Es existiert also auch ein
allgemeinster Unifikator £ <¢, &¢'. Daraus folgt rs = I'1{+T'2¢ F X¢&, und
T+ T8 F XE) <, (T - B).

O

11.1.1 Optimierung

Der Typinferenzalgorithmus ldsst sich noch dahingehend optimieren, dass nicht
jede Termvariable eine neue Typvariable zugeordnet bekommt und dann konf-
lingiernde Verwendungen einer Variable unifiziert werden, sondern dass bei je-
der A-Abstraktion die Termvariable mit einer neuen, festen Variable in einen
Kontext eingefiigt wird. Dieser Kontext I" wird als Eingabe an das Typinferenz-
problem geliefert, zu Beginn muss er fiir jede freie Variable eines Programms
definiert sein. Zuriickgegeben wird ein Typ A und eine Substitution ¢ fiir die
sich in I" befindenden Typvariablen. Sei id die Identitdtssubstitution.

I'z: X Ft= B¢

X
TFz=1(2),id TFxt=XEsBe

TFr=C¢ TéEks= AL
T Frs—= X7, e8¢

Dieser Algorithmus hat den Vorteil, dass keine Kontexte unifiziert werden miissen,
auBerdem ist er ckonomischer, da er weniger Typvariablen verbraucht. Aller-
dings ist er nun reihenfolgenabhéngig, da nun zuerst der Typ von r inferiert
wird und dann der von s. Wir eine Variable  und r und s mit unterschiedli-
chen Typen benutzt, hat det Typ von x in r Vorrang, der Fehler wird dann bei
der ersten Benutzung von z in s gemeldet.

Der Algorithums W von Milner ist eine Erweiterung dieses optimierten Al-
gorithmusses um let-Polymorphismus.

X neu, &’ = mgu(C¢, A — X)

11.2 Naiver Let-Polymorphismus

Eine einfache Form von let-Polymorphismus wird durch die Regel
F'ks: A I Ftfs/z]: C
IF'kFletz=sint:C

implementiert. Michell beschreibt folgenden Typinferenzalgorithmus dafiir:
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Typinferenz A + t = I' + C. Eingabe: Term ¢ und ein Kontext A von
Typisierungen. Ausgabe: Monotyp mit Variablen C' und ein Kontext I'" von
Monotypen mit Variablen.

A =TFAD _ §_pyr - 4), £neu vgdom(d) oy
Avzx =ET[X/Y] FAX/Y] Avr=z: X FX
'_
avt=1FB z ¢ dom(T"), X neu Avt=1 DB z € dom(T")

Aviet=zT X - B Av Xt =T\z FT'(z) > B

ADTjFl }_Cl ADSjFQ }_CQ
Aprs= &+ T8 F XE

Xneu,& = mgu(l'y - C1, Ty FCy — X)

Avr=T HA Az:(THFA sz T FC
Apvletz=rins=zI" +C

Damas und Milner beschreiben ein Typsystem, das diesselbe Stéirke wie der
naive let-Polymorphismus hat, aber sinnvollere Typisierungsregeln.

11.3 Let-Polymorphismus mit Typschemata

TODO: look at Joe Well’s “The essence of principal typings”. (ICALP 2002)

Typinferenz fiir System F ist unentscheidbar. Der Polymorphismus in Sy-
stem F ist impriidikativ: Typvariablen kénnen mit polymorphen Typen (kurz:
Polytypen) instantiiert werden. Im Gegensatz dazu kénnen bei priadikativen Po-
lymorphismus Typvariablen nur mit nicht-polymorphen Typen (monomorphen
Typen, kurz Monotypen) instantiiert werden. Ein Subsystem des pridikativen
System F' erlaubt die Bildung polymorpher Objekte nur an gewissen stellen, in
einer let-Definition. Typinferenz fiir dieses Subsystem ist entscheidbar (Milner
1978); darauf basieren die funktionalen Sprachen ML und Haskell.

A,B,C == X|a|lo|A—B Typ mit Variablen
T = alo|m o T monomorpher Typ, Monotyp
o n= 71| Vao polymorpher Typ, Polytyp oder Typschema

Typsystem (Damas-Milner).

Lz:7 Fpmt: 7 I'Fpur:m— 1 I Fpus:T
F}_DMIC:F(QJ) F"DM)\mt:T—)T/ F"DM’)"SZT'
I' Fpur:o Rx:la Fom s: 0’ I Fpm t : Vao I'tpmt:o o ¢ FV(I)
I' Fpmletz =rins:o’ T bFpmt:ofr/al I Fpm t : Vao

Man beachte das in der Instantiierungsregel nur ein Monotyp 7 fiir die Variable
« eingesetzt werden kann.

Lemma 11.11 (Abschluss unter Substitution) Wenn D == T' tpu ¢ : o,
dann gibt es eine Herleitung D' :: T¢ Fpm t : o€ von derselben Linge wie D.
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Dieses Typsystem implementiert noch keinen Algorithmus, da die Instantiierungs-
und Generalisierungsregeln an jeder Stelle angewendet werden kénnen. Man
kann sie jedoch in die Regeln fiir Variablen und let einbauen.

I'(x) =Var De:r Ht:7’ F'kr:ir—71 PEks:T
I Fax:7[T/d] F'kXet:7— 71/ F'krs:7/

Pkr:T a=FV(r)\ FV(I) Iz:Var Fs: 1’
I'kFletz=rins: 71/

Dieses System ist nun syntaxgerichtet. Im Kontext befinden sich Polytypen,
rechts von F nur Monotypen. Abschluss unter Substitution ist nun fiir die let-
Regel nicht mehr trivial, folgt aber, falls wir zeigen kénnen, dass I' - ¢ : 7 gdw.
I FDM t:T.

Satz 11.12 (Korrektheit) Wenn T Ft:7, dann T Fput: 7.

Beweis. Einfach, durch Induktion iiber die Herleitung. Im Falle der Variablen-
regel muss man die Instantiierungsregel von Damas-Milner wiederholt anwen-
den, im Falle der let-Regel die Generalisierungsregel. O
Wir definieren induktiv das Urteil IV < T (I ist allgemeiner als T').

I'<T
o =<0 (I, z:Ydo) < (T, z:0)

Satz 11.13 (Vollstéindigkeit) Wenn D :: T bpu t : Var und IV < T, dann
I +¢:7[7/d).

Beweis. Durch Induktion iiber D.

Fall
I'(z) =Var
I FDM T Var
Da T’ <T,ist I'V(z) = V&' dr. Damit I F z : 7[7/d].
Fall

' Fpmr:Va'r L,z:Va't" Fpm s: Var
I' Fpumletz =rins: Var
Nach IV, I F r : 7. Es gilt & ¢ FV(I') C FV(T). Seien &" =
FV(Va'r") \ FV(I"). Nun gilt (I",z:V&"a't") < (T',x:Va'r’). Nach L.V,
I z:Va"a't" b s:7[7/d], also IV Flet x = rin s: 7[7/d].

Fall O.B.d.A., o, & & FV(r, 7).

T Fpm t : Vaar’
T btpm t: (Var!)[r/a)

Nach L.V, IV ¢ : 7'[r, 7/, d], und wir sind fertig.
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Fall OB.d.A., a,& & FV(7, 7).

T l_DM t:Var
_— FV(T

T Fou £ - vaar @ £ VD)
Zu zeigen ist IV F ¢ : 7'[r,7/a, &@]. Unter Benutzung der Variablenbe-
dingung und des Substitutionslemmas erhalten wir eine Herleitung D’ ::
I' tpm ¢ : Va.7'[7/a], auf die wir die Induktionshypothese anwenden
konnen. Damit sind wir fertig.

Korollar 11.14 (Substitution) Wenn I' Ft¢: 7, dann T¢ Ft: 7€.

Beweis. Mit Korrektheit gilt zuerst I' Fpy ¢ : 7, damit T'¢ Fpm ¢ : 7€ Mit
Vollstandigkeit, I'¢ ¢ : 7&. O

11.3.1 Algorithmus W

Wie bei den einfachen Typen kénnen wir den Typinferenzalgorithmus noch op-
timieren: wir erhalten den Algorithmus W.
I'(z) =VaA > Ie:X Ht= B¢

= neu X neu
2= A[X/d],id I' - det =2 X¢ — B, &

TEr=06 TEFs= Al
T Frs= X Ee"

X neu, &’ = mgu(C¢ A — X)

FEr=A¢ ¢, x:Genpe A s = B, ¢
I'kFletz=rins= B,&¢

Lemma 11.15 Wenn I' -t = C.,§, dann FV(§) neu und FV(C) disjunkt zu
dom(€). Insbesondere ist & idempotent und C& = C.

Im folgenden Satz betrachten wir eine Erweiterung der Typisierung auf Typen
C mit existentiellen Variablen X. Diese werden wie universelle Variablen, also
Monotypen, behandelt.

Satz 11.16 (Korrektheit) Wenn I' -t = C,¢, dann T¢ Fpu t: C.
Beweis.  Durch Induktion iiber die Herleitung von I' ¢ = C, €.

Fall

Thr=C¢6 TeEFs= A

I'Frs= XE €0 X neu, &’ = mgU(CE',A S X)
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Nach I.V., T¢ Fpm r: C, also TEE'E” Fpy r: CE'E”. AuBlerdem IEE” Fpw
s A, also T¢'¢” tpm s : AE”. Da £” die Typen C¢ und A — X
unifiziert, gilt T¢€'E” Fpy rs: XE7.
Fall
'Er=A¢ I'¢,x:Genpe 4 Fs = B, ¢
T'Fletz=rins= B,&¢

Nach L.V., T¢ Fpwm r : A, und unter Verwendung der Generalisierungs-
regel I'¢ Fpm r @ GenpeA. Nach Substitution, T'§€" Fpm 7 : (Genpe A)E'.
Ebenfalls nach LV., T¢¢', x: (Genpe A)¢’ Fpm s : B, also T'¢¢’ Fpwm let . =
rins: B.

O
Alternativ kénnen wir auch beweisen: Wenn I' - ¢t = C, &, dann T'¢¢' Fpw ¢ :
C¢' fiir alle abschliefenden Substitutionen &'.
Wir definieren induktiv

I"<T
o=<o  (I',z:Va.Al@/X]) < (T, z:V5.A[7/ X))

B¢ FV(A)

Dabei ist die Seitenbedingung trivial erfiillt, wenn A iiberhaupt keine freie uni-
versellen Variablen enthéilt, wie es bei den Typen in den Kontexten des Algo-
rithmus W der Fall ist.

Lemma 11.17 Ses IV < T.
1. T'¢ < T¢.
2. X € FV(IY) gdw. X € FV(D).

Satz 11.18 (Vollsténdigkeit) Wenn I'€ Fpm t: VBT und I' < T, dann T’ +
t = A ¢ und es gibt eine schliefende Substitution n mit An =1 und Y&n=Y¢
fiir alle Y € FV(T) und 5 € FV(n | FV(I7¢)).

Beweis.

Fall

Ff }_DM xX F(J?)f

Da IV < T ist I'(z) = Va.A[&@/X] fiir neue existentielle Variablen X und
[(z) = VB.A[7/X]. Es gilt T + 2 = A,id. Mit 5 = [/X]¢ haben wir
An = (A[7/X])¢ und Yidy = Y¢ fiir alle Y € FV(I'), da die Variablen X
neu waren. Die Bedingung 3 ¢ FV(n | FV(I"id)) = FV(¢ | FV(I)) kann
durch mogliche Variablenumbenennung leicht erfiillt werden.

Fall
&, z:7 Fpmt: 7

T'é¢ Fpm Azt i 7 — 7/
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Sei X neu, dann gilt (I, z: X) < (T,z: X). Mit & = ¢[r/X] gilt (T,
X)¢ Fpmt:7,alsonach ILV. T z: X Ft = A, & mit Ap=7"und & =
¢’ . Da X neu war, ist X§m = Xn=7.Damit gilt I' ¢t = (X& — A), &
mit (X& — Anp=7— 7" und &n | FV(T) =&

Fall
rérpyr:m— 1 IéFpms:T

T¢ Fpmrs: 7/
Nach LV., T Fr = C,& mit Cn =7 — 7" und &7 = €. Nach Annahme,
(T&1)n Fpwm s : 7, also wieder nach LV., T¢; F s = A, & mit An’ =7 und
&n' = 1. Sei X neu. Da n'[7'/X] die Typen C& und A — X unifiziert,
gibt es auch eine allgemeinsten Unifikator & mit &n” = n'. Also T' +

rs = X&, 688 mit X&n" = 7" und §680" = 6160’ = &n =&,

Fall

T¢ Fpmr: VAT T&a:VBT Fpm s: VBT
T bomlets=rins: V37

Nach ILV. gilt ' Fr = A, & mit Ap =7 und &1 =€ [ FV(T). Seien nun
X = FV(A)\ FV(I¢) und sei gy = n | X. Da 8 & FV(y | FV(I"&)) ist
V3r =Vj.An = (VB.Am)n. Man beachte, dass 7 schlieBende Substitution
ist. Nun ist (I&, @ : V. A[@/X]) < (D&, : V3. Anp) und nach Voraus-
setzung gilt (T, x : Vﬁ.Am)n Fom s @ V3'7'. Wir kénnen also die 1.V.
anwenden und folgern F’{l,x:Vd’.A[d’/X:} Fs= A’ & mit A/’ =7 und
&' =7 FV(F{l,:E:V,g.Am). Damit IV Flet x =7 in s = A’,£1& und
&€’ = & = € | FV(D). Die Bedingung 5 ¢ FV(y' | FV(I"6162) folgt
direkt aus der zweiten 1.V.

Fall B
F§ }_DM t: VBT

T¢ bFom t: VBAT
Nach LV, T Ft = A& mit Ap =7, & =& und B & FV(n | FV(I'&)).

Da 8 ¢ FV(T'¢1n) und die freien existentiellen Variablen von I mit denen
von I' ibereinstimmen und I keine freien universellen Variablen enthilt,

ist 8 ¢ FV(I"&n) = FV(n | FV(IY)).

Fall

pEFV(IE)

T¢ bom t: VBAT
¢ bFpw t:VB.7[1"/B]

Nach ILV., T Ft = A, & mit Anp = 7 und & n = €. Definiere ' = n[7’/].
Dann ist Ay’ = 7[7'/8] und (&1 = €[ /8] =€) | FV(T), da 8 & FV(T¢).

O
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11.4 Unentscheidbarkeit von Typpriifung in Sy-
stem F

Wiederholung: Typisierungsregeln fiir System F.

TYVARF(:U):A YABS Iz:A+t:B TYAPPFI—T:A—>B 'ks:A
i FFz: A ) 'tXet: A— B ) I'krs:B
Frrt:A FFt: VXA
SGEN —— 2 L @ FV(D ANST TS
TY-GEN oy TE VD) YNt e

Eine normale Herleitung eines Urteils I" F r : A in Curry-System F enthélt keine
Anwendung einer Instantiierungsregel direkt nach einer Generalisierungsregel.
Solche Umwege konnen entfernt werden:

D
Ft: A
I't:VXA

I'-t: AB/X]

XZHV{IT) 5 DB/X]:T kt: AB/X]

Nicht normale Typisierungsherleitungen kénnen zu normalen reduziert werden,
daher reicht es, letztere zu betrachen.

Definition 11.19 (Subtyping) In System F ist Subtyping C <:r D gegeben
als die kleinste Relation erzeugt von dem Axiomenschema:

VXA <:pVY.AB/X]  wobei kein Y; € FV(I)

Lemma 11.20 (Korrektheit des Subtyping) Wenn ' -t : C und C <:r
D, dann T Ft:D.

Beweis. Eine Instantiierungsregel fiir jedes B;, eine Generalisierungsregel fiir
jedes Y;. O

Satz 11.21 Subtyping ist unentscheidbar.

Definition 11.22 (Syntaxgerichtete Typisierung)

I'(z) < A 'rr:A—> B 'ks: A B<rr B
T'kFxz: A I'brs: B

T'x:AFt:B
F'FXt:¥X.A— B

no X; € FV(T')

Lemma 11.23 (Vollstindigkeit) Gibt es eine normale Herleitung von T' +
t: A, dann auch eine syntaxgerichtete.
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Definition 11.24 (Semi-Unifikation) FEin Semi-Unifikationsproblem (SUP)
ist eine Menge von Paaren {(A;, B;) | i = 1..n} von einfachen Typen mit Varia-
blen. Das Problem ist 16sbar, falls es eine Substitution & gibt, so dass A;€ < Bj€.

Bemerkung 11.25 Fine Lisung des entsprechenden Unifikationsproblems ver-
langt A& = B€.

Beispiel 11.26 FEin losbares SUPist{(Y = Y) = Z, Z - (X = X)), (U —
U)— (U—=U), Z)}.

Ein unlésbares SUP ist {((Y - Y) = Z, Z - (X —» X)), (U - U —
U, Z)}.

Unifikation ist entscheidbar, Semi-Unifikation jedoch nicht.

Satz 11.27 (Kfoury,Tiurin,Urzyczyn (1993)) Semi-Unifikation ist unent-
scheidbar, bereits fiir n = 2.

Definition 11.28 (Typpriifung) Gegeben I';t, A ist ' Ht: A?

Wells bewies 1994, dass Typpriifung und Typinferenz fiir System F unentscheid-
bar sind, durch Reduktion auf ein SUP.

Satz }1.29 (Wells, 1994) Gegeben einfache Typen Ai, As, B1, By mit Varia-

blen X . Seien Y1,Ys zwei neue Typvariablen und
T=(B—=Y)— (Yo— By) > A — A

Das SUP {(A1, B1), (Aa, Ba)} ist losbar gdw. T + z(Az.yz ) : o fir
F=z2:VX. (X = X) 5o, y:VX,Y1,Y2.T

Beweis. Es geniigt, eine syntaxgerichtete Typisierung zu betrachten. Diese
existiert gdw. es einen Typen C gibt mit
F'rz:(C—-C)—o0o TkFMyzz:C—C
F'Fz(Az.yxz):o

Es muss also C geben mit IV = (T, z:C) + yxza : C. Dies tritt genau dann ein

wenn es auch noch eine Substitution £ mit dom(§) = X7Y1, Y; so dass y : T¢
die Typisierung von y z x impliziert, also

C <irv (Bl — Y1)§
C < (Y — Bo)E
(Al — A2)§ < C

Die freien Variablen von I' sind genau die freien Variablen von C, also gilt die
letzte Ungleichung gdw. es Variablen Z C FV(§) gibt, so dass C' = VZ.(A; —
As)&. Die ersten beiden Gleichungen sind genau dann erfiillt, wenn

(A1 = A2)é&4 = (B = Y1)€
(A1 = A2)E&e = (Yo — By)€
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fiir zwei Substitutionen &, > mit Definitionsbereich Z. Dies ist dquivalent zu

A& = Y€
Al = Yp¢
A&& = Bi€
A&y = Bst.

Die ersten beiden Gleichungen sind immer erfiillbar durch entsprechende Set-
zungen von Y7 und Y3 in &, und diese Setzungen beeinflussen die Erfiillbarkeit
der letzen beiden Gleichungen nicht, da Y7 und Y5 in den anderen Typen nicht
vorkommen.

Daraus folgt: Ist das SUP losbar, so gibt es eine Typherleitung. Gibt es
eine Typherleitung so gibt es Substitutionen &, &1, & die die obigen Gleichun-
gen losen. Das ist fast eine Losung des SUP, nur dass die Substitutionen noch
polymorphe Typen enthalten kénnen. Wir kénnen jedoch alle Quantoren aus
den Substitutionen ausldoschen, wobei wir alle gebundenen Variablen durch o
ersetzen. Dies modifizierten Substitutionen 16sen das SUP noch immer.

Das Typisierungsproblem ist also zu einem SUP &quivalent, und dieses ist
unentscheidbar. |
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